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Abstract. The problem of equality of classes P and NP is reduced to solving the 
problem of the sum of subsets ⊆, set of positive integers without repetitions. Linear  
(or quadratic )  solvability of the formulated problem, which belongs to the NP-
complete class, is proved. The required space is . Thus, the linear solvability and 
completeness of the subset sum problem confirm the equality of the classes P and NP.
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Аннотация. P және NP кластарының теңдігі мәселесі ішкі жиындардың ↔S 
қосындысының есебін шешуге келтірілді: ⊆, қайталанбайтын натурал сандар 
жиыны. NP-толық класына жататын тұжырымдалған есептің сызықтық   (немесе 
квадраттық )  шешілетіндігі дәлелденді. Қажетті кеңістік . Осылайша, жиынтық 
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Аннотация. Проблема равенства классов P и NP сведена к решению задачи о 
сумме подмножеств⊆, множество целых положительных чисел без 
повторений.  Доказана линейная  (либо квадратичная  ) разрешимость 
поставленной задачи, которая принадлежит классу NP-complete. Требуемое 
пространство равно  Таким образом, линейная разрешимость и полнота subset 
sum problem подтверждают равенство классов P и NP. 

Ключевые слова: классы P, NP, NP-complete, множество, подмножество, 
мощность, время, пространство

Для цитирования: Б.К. Синчев, О. Danchenko. О проблеме тысячелетия для 
классов P & NP // Международный журнал информационных и 
коммуникационных технологий. 2023. Т. 4. № 2. Стр. 94–101  (На рус.). https://
doi.org/10.54309/IJICT.2023.14.2.009.

Введение
Проблема равенства классов P и NP является центральной открытой проблемой 
не только в теории алгоритмов (классов сложности), но и всей математики. Эта 
задача была сформулирована Стивеном Куком в 1971 году и до сих пор остается 
нерешенной. Класс NP   характеризуется как «трудно решить, легко проверить». 
Важным подходом исследования проблемы тысячелетия   является анализ задач 
из класса NP-complete, «самых сложных» в классе NP. В 2000 году за 
доказательство утверждения P=NP или за доказательство его опровержения 
математическим институтом Клэя  назначена премия в один миллион долларов 
США. Во-первых, задача о сумме подмножеств принадлежит классу NP-
complete. Во-вторых, известная теорема, если некоторая NP-полная задача 
разрешима за полиномиальное время, то P = NP. В-третьих, многие ученые хотят 
доказать общее утверждение, что любая быстро проверяемая проблема также 
может быть решена быстро. Эти отмеченные утверждения открывают широкие 
границы достижения поставленной проблемы. Основными методами 
исследования этой проблемы являются 
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экспоненциальные алгоритмы, которые просматривают подмножества исходного 
множества с мощностью от единицы до длины входа (Horowitz & Sanni, 1974; 
Schroeppel & Shamir 1981), и метод полного перебора исследует подмножества 
мощности от единицы до некоторой константы, меньшей и не зависящей от 
длины входа. Вычислительная сложность задачи о сумме подмножеств зависит от 
двух параметров — мощности   и точности p (определяется как число двоичных 
разрядов в числах, составляющих множество). 

  В работах (Sinchev et al., 2019; Sinchev et al., 2020) уменьшены в два раза эта 
константа и время выполнения алгоритма, а в (Синчев, 2021) установлена верхняя 
граница мощности подмножества. Получен патент США (Sinchev, 2019b). Таким 
образом, основной характеристикой при расчете времени является мощность 
исходного множества и их непосредственно выбираемых подмножеств для 
решения поставленной проблемы.

Вопрос о равенстве классов P и NP до сих пор не решен, многие специалисты 
склонны считать, что они не равны. В поддержку этого мнения приводится довод, 
что уже на протяжении более чем пяти десятилетий не было найдено алгоритма 
с полиномиальным временем выполнения ни для одной из более 3000 известных 
NP-complete задач. Окончательную точку в споре поставит лишь строгая 
математическая оценка сверху мощности выбираемых подмножеств. 

Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) 
множество положительных целых чисел  

Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) множество 
положительных целых чисел 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛| без повторений и целое число 𝑆𝑆𝑆𝑆. Требуется 
выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы одно подмножество 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘�,
сумма элементов которого была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆, во-вторых, выбрать все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,
сумма элементов каждого из подмножеств была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆.

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной форме имеет 
вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆: ∃𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ ∅,∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                                                                     (1)
Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных чисел 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

={1,2,3,…,n} мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛|, которое является частным случаем множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 задачи о сумме 
подмножеств и обозначения. Без потерь общности в множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 можно включить число нуль, 
тогда 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 ={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива следующая постановка о сумме подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� с заданным индексным сертификатом 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 в параметризованной форме: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘: ∃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛,∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�,                                                                                           (2)                                                                         
где функция-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�  вычисляет количество подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданных 

значениях индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , нижний индекс которого связан с мощностью 𝑘𝑘𝑘𝑘.
Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр точности p, и тем 

самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется на основе 
функции сочетания

С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!

 .                                                                                                                             (3)

Каждое подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘состоит из 𝑘𝑘𝑘𝑘 элементов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛.
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по решению 

поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы с индексами множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 на основе 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 с целью нахождения полного набора подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘, которые полностью 
описываются с помощью подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘. Согласно функции сочетания(3) найдем 
диапазон 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜖𝜖𝜖𝜖[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥],                                                                                                                            (4)
где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
,𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
. Здесь переменная 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 определяет 

количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и задано множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ такое, что
𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2), 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂(max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2)) ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�  < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘),𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Доказательство. Положим 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑁𝑁9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}     мощности n=9. Для построения 
треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29

           34 35 36 37 38 39
                45 46 47 48 49                                                                                                                                                (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации ⨁) присоединить цифру 1 к элементам
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9 (данное множество представляет собой одномерный массив) начиная со второго 

элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам этого множества, начиная с третьего 
элемента и до конца, и так далее- пока не получим последний элемент (89). Количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2 совпадает с значением функции сочетания С𝑛𝑛𝑛𝑛2 = 36. Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2, но и определяет индексные сертификаты 

 мощности  
Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) множество 

положительных целых чисел 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛| без повторений и целое число 𝑆𝑆𝑆𝑆. Требуется 
выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы одно подмножество 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘�,
сумма элементов которого была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆, во-вторых, выбрать все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,
сумма элементов каждого из подмножеств была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆.

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной форме имеет 
вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆: ∃𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ ∅,∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                                                                     (1)
Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных чисел 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

={1,2,3,…,n} мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛|, которое является частным случаем множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 задачи о сумме 
подмножеств и обозначения. Без потерь общности в множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 можно включить число нуль, 
тогда 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 ={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива следующая постановка о сумме подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� с заданным индексным сертификатом 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 в параметризованной форме: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘: ∃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛,∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�,                                                                                           (2)                                                                         
где функция-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�  вычисляет количество подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданных 

значениях индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , нижний индекс которого связан с мощностью 𝑘𝑘𝑘𝑘.
Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр точности p, и тем 

самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется на основе 
функции сочетания

С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!

 .                                                                                                                             (3)

Каждое подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘состоит из 𝑘𝑘𝑘𝑘 элементов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛.
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по решению 

поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы с индексами множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 на основе 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 с целью нахождения полного набора подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘, которые полностью 
описываются с помощью подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘. Согласно функции сочетания(3) найдем 
диапазон 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜖𝜖𝜖𝜖[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥],                                                                                                                            (4)
где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
,𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
. Здесь переменная 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 определяет 

количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и задано множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ такое, что
𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2), 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂(max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2)) ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�  < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘),𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Доказательство. Положим 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑁𝑁9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}     мощности n=9. Для построения 
треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29

           34 35 36 37 38 39
                45 46 47 48 49                                                                                                                                                (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации ⨁) присоединить цифру 1 к элементам
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9 (данное множество представляет собой одномерный массив) начиная со второго 

элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам этого множества, начиная с третьего 
элемента и до конца, и так далее- пока не получим последний элемент (89). Количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2 совпадает с значением функции сочетания С𝑛𝑛𝑛𝑛2 = 36. Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2, но и определяет индексные сертификаты 

 без повторений 
и целое число S. Требуется выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы 
одно подмножество  xk мощности 

Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) множество 
положительных целых чисел 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛| без повторений и целое число 𝑆𝑆𝑆𝑆. Требуется 
выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы одно подмножество 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘�,
сумма элементов которого была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆, во-вторых, выбрать все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,
сумма элементов каждого из подмножеств была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆.

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной форме имеет 
вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆: ∃𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ ∅,∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                                                                     (1)
Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных чисел 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

={1,2,3,…,n} мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛|, которое является частным случаем множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 задачи о сумме 
подмножеств и обозначения. Без потерь общности в множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 можно включить число нуль, 
тогда 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 ={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива следующая постановка о сумме подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� с заданным индексным сертификатом 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 в параметризованной форме: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘: ∃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛,∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�,                                                                                           (2)                                                                         
где функция-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�  вычисляет количество подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданных 

значениях индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , нижний индекс которого связан с мощностью 𝑘𝑘𝑘𝑘.
Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр точности p, и тем 

самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется на основе 
функции сочетания

С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!

 .                                                                                                                             (3)

Каждое подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘состоит из 𝑘𝑘𝑘𝑘 элементов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛.
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по решению 

поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы с индексами множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 на основе 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 с целью нахождения полного набора подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘, которые полностью 
описываются с помощью подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘. Согласно функции сочетания(3) найдем 
диапазон 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜖𝜖𝜖𝜖[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥],                                                                                                                            (4)
где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
,𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
. Здесь переменная 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 определяет 

количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и задано множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ такое, что
𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2), 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂(max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2)) ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�  < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘),𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Доказательство. Положим 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑁𝑁9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}     мощности n=9. Для построения 
треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29

           34 35 36 37 38 39
                45 46 47 48 49                                                                                                                                                (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации ⨁) присоединить цифру 1 к элементам
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9 (данное множество представляет собой одномерный массив) начиная со второго 

элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам этого множества, начиная с третьего 
элемента и до конца, и так далее- пока не получим последний элемент (89). Количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2 совпадает с значением функции сочетания С𝑛𝑛𝑛𝑛2 = 36. Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2, но и определяет индексные сертификаты 

, сумма элементов которого была равна 
сертификату  S во-вторых, выбрать все подмножества , сумма элементов каждого 
из подмножеств была равна сертификату S. 

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной 
форме имеет вид:

Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) множество 
положительных целых чисел 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛| без повторений и целое число 𝑆𝑆𝑆𝑆. Требуется 
выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы одно подмножество 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘�,
сумма элементов которого была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆, во-вторых, выбрать все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,
сумма элементов каждого из подмножеств была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆.

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной форме имеет 
вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆: ∃𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ ∅,∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                                                                     (1)
Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных чисел 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

={1,2,3,…,n} мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛|, которое является частным случаем множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 задачи о сумме 
подмножеств и обозначения. Без потерь общности в множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 можно включить число нуль, 
тогда 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 ={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива следующая постановка о сумме подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� с заданным индексным сертификатом 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 в параметризованной форме: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘: ∃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛,∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�,                                                                                           (2)                                                                         
где функция-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�  вычисляет количество подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданных 

значениях индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , нижний индекс которого связан с мощностью 𝑘𝑘𝑘𝑘.
Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр точности p, и тем 

самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется на основе 
функции сочетания

С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!

 .                                                                                                                             (3)

Каждое подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘состоит из 𝑘𝑘𝑘𝑘 элементов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛.
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по решению 

поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы с индексами множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 на основе 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 с целью нахождения полного набора подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘, которые полностью 
описываются с помощью подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘. Согласно функции сочетания(3) найдем 
диапазон 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜖𝜖𝜖𝜖[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥],                                                                                                                            (4)
где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
,𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
. Здесь переменная 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 определяет 

количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и задано множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ такое, что
𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2), 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂(max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2)) ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�  < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘),𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Доказательство. Положим 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑁𝑁9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}     мощности n=9. Для построения 
треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29

           34 35 36 37 38 39
                45 46 47 48 49                                                                                                                                                (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации ⨁) присоединить цифру 1 к элементам
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9 (данное множество представляет собой одномерный массив) начиная со второго 

элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам этого множества, начиная с третьего 
элемента и до конца, и так далее- пока не получим последний элемент (89). Количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2 совпадает с значением функции сочетания С𝑛𝑛𝑛𝑛2 = 36. Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2, но и определяет индексные сертификаты 

.                                                                                                             (1)

Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных 
чисел  Nn={1,2,3,…,n} мощности 

Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) множество 
положительных целых чисел 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛| без повторений и целое число 𝑆𝑆𝑆𝑆. Требуется 
выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы одно подмножество 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘�,
сумма элементов которого была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆, во-вторых, выбрать все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,
сумма элементов каждого из подмножеств была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆.

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной форме имеет 
вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆: ∃𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ ∅,∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                                                                     (1)
Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных чисел 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

={1,2,3,…,n} мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛|, которое является частным случаем множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 задачи о сумме 
подмножеств и обозначения. Без потерь общности в множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 можно включить число нуль, 
тогда 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 ={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива следующая постановка о сумме подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� с заданным индексным сертификатом 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 в параметризованной форме: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘: ∃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛,∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�,                                                                                           (2)                                                                         
где функция-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�  вычисляет количество подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданных 

значениях индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , нижний индекс которого связан с мощностью 𝑘𝑘𝑘𝑘.
Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр точности p, и тем 

самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется на основе 
функции сочетания

С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!

 .                                                                                                                             (3)

Каждое подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘состоит из 𝑘𝑘𝑘𝑘 элементов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛.
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по решению 

поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы с индексами множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 на основе 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 с целью нахождения полного набора подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘, которые полностью 
описываются с помощью подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘. Согласно функции сочетания(3) найдем 
диапазон 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜖𝜖𝜖𝜖[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥],                                                                                                                            (4)
где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
,𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
. Здесь переменная 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 определяет 

количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и задано множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ такое, что
𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2), 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂(max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2)) ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�  < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘),𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Доказательство. Положим 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑁𝑁9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}     мощности n=9. Для построения 
треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29

           34 35 36 37 38 39
                45 46 47 48 49                                                                                                                                                (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации ⨁) присоединить цифру 1 к элементам
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9 (данное множество представляет собой одномерный массив) начиная со второго 

элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам этого множества, начиная с третьего 
элемента и до конца, и так далее- пока не получим последний элемент (89). Количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2 совпадает с значением функции сочетания С𝑛𝑛𝑛𝑛2 = 36. Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2, но и определяет индексные сертификаты 

, которое является частным случаем 
множества  Nn задачи о сумме подмножеств и обозначения. Без потерь общности в 
множество  можно включить число нуль, тогда  Nn={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива 
следующая постановка о сумме подмножеств 

Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) множество 
положительных целых чисел 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛| без повторений и целое число 𝑆𝑆𝑆𝑆. Требуется 
выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы одно подмножество 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘�,
сумма элементов которого была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆, во-вторых, выбрать все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,
сумма элементов каждого из подмножеств была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆.

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной форме имеет 
вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆: ∃𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ ∅,∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                                                                     (1)
Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных чисел 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

={1,2,3,…,n} мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛|, которое является частным случаем множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 задачи о сумме 
подмножеств и обозначения. Без потерь общности в множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 можно включить число нуль, 
тогда 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 ={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива следующая постановка о сумме подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� с заданным индексным сертификатом 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 в параметризованной форме: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘: ∃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛,∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�,                                                                                           (2)                                                                         
где функция-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�  вычисляет количество подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданных 

значениях индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , нижний индекс которого связан с мощностью 𝑘𝑘𝑘𝑘.
Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр точности p, и тем 

самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется на основе 
функции сочетания

С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!

 .                                                                                                                             (3)

Каждое подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘состоит из 𝑘𝑘𝑘𝑘 элементов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛.
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по решению 

поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы с индексами множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 на основе 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 с целью нахождения полного набора подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘, которые полностью 
описываются с помощью подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘. Согласно функции сочетания(3) найдем 
диапазон 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜖𝜖𝜖𝜖[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥],                                                                                                                            (4)
где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
,𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
. Здесь переменная 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 определяет 

количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и задано множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ такое, что
𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2), 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂(max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2)) ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�  < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘),𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Доказательство. Положим 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑁𝑁9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}     мощности n=9. Для построения 
треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29

           34 35 36 37 38 39
                45 46 47 48 49                                                                                                                                                (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации ⨁) присоединить цифру 1 к элементам
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9 (данное множество представляет собой одномерный массив) начиная со второго 

элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам этого множества, начиная с третьего 
элемента и до конца, и так далее- пока не получим последний элемент (89). Количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2 совпадает с значением функции сочетания С𝑛𝑛𝑛𝑛2 = 36. Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2, но и определяет индексные сертификаты 

  мощности  

Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) множество 
положительных целых чисел 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛| без повторений и целое число 𝑆𝑆𝑆𝑆. Требуется 
выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы одно подмножество 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘�,
сумма элементов которого была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆, во-вторых, выбрать все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,
сумма элементов каждого из подмножеств была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆.

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной форме имеет 
вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆: ∃𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ ∅,∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                                                                     (1)
Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных чисел 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

={1,2,3,…,n} мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛|, которое является частным случаем множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 задачи о сумме 
подмножеств и обозначения. Без потерь общности в множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 можно включить число нуль, 
тогда 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 ={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива следующая постановка о сумме подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� с заданным индексным сертификатом 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 в параметризованной форме: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘: ∃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛,∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�,                                                                                           (2)                                                                         
где функция-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�  вычисляет количество подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданных 

значениях индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , нижний индекс которого связан с мощностью 𝑘𝑘𝑘𝑘.
Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр точности p, и тем 

самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется на основе 
функции сочетания

С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!

 .                                                                                                                             (3)

Каждое подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘состоит из 𝑘𝑘𝑘𝑘 элементов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛.
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по решению 

поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы с индексами множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 на основе 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 с целью нахождения полного набора подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘, которые полностью 
описываются с помощью подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘. Согласно функции сочетания(3) найдем 
диапазон 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜖𝜖𝜖𝜖[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥],                                                                                                                            (4)
где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
,𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
. Здесь переменная 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 определяет 

количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и задано множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ такое, что
𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2), 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂(max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2)) ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�  < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘),𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Доказательство. Положим 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑁𝑁9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}     мощности n=9. Для построения 
треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29

           34 35 36 37 38 39
                45 46 47 48 49                                                                                                                                                (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации ⨁) присоединить цифру 1 к элементам
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9 (данное множество представляет собой одномерный массив) начиная со второго 

элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам этого множества, начиная с третьего 
элемента и до конца, и так далее- пока не получим последний элемент (89). Количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2 совпадает с значением функции сочетания С𝑛𝑛𝑛𝑛2 = 36. Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2, но и определяет индексные сертификаты 

 с 
заданным индексным сертификатом Sk  в параметризованной форме: 

Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) множество 
положительных целых чисел 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛| без повторений и целое число 𝑆𝑆𝑆𝑆. Требуется 
выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы одно подмножество 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘�,
сумма элементов которого была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆, во-вторых, выбрать все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,
сумма элементов каждого из подмножеств была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆.

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной форме имеет 
вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆: ∃𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ ∅,∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                                                                     (1)
Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных чисел 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

={1,2,3,…,n} мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛|, которое является частным случаем множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 задачи о сумме 
подмножеств и обозначения. Без потерь общности в множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 можно включить число нуль, 
тогда 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 ={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива следующая постановка о сумме подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� с заданным индексным сертификатом 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 в параметризованной форме: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘: ∃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛,∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�,                                                                                           (2)                                                                         
где функция-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�  вычисляет количество подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданных 

значениях индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , нижний индекс которого связан с мощностью 𝑘𝑘𝑘𝑘.
Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр точности p, и тем 

самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется на основе 
функции сочетания

С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!

 .                                                                                                                             (3)

Каждое подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘состоит из 𝑘𝑘𝑘𝑘 элементов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛.
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по решению 

поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы с индексами множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 на основе 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 с целью нахождения полного набора подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘, которые полностью 
описываются с помощью подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘. Согласно функции сочетания(3) найдем 
диапазон 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜖𝜖𝜖𝜖[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥],                                                                                                                            (4)
где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
,𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
. Здесь переменная 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 определяет 

количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и задано множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ такое, что
𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2), 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂(max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2)) ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�  < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘),𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Доказательство. Положим 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑁𝑁9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}     мощности n=9. Для построения 
треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29

           34 35 36 37 38 39
                45 46 47 48 49                                                                                                                                                (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации ⨁) присоединить цифру 1 к элементам
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9 (данное множество представляет собой одномерный массив) начиная со второго 

элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам этого множества, начиная с третьего 
элемента и до конца, и так далее- пока не получим последний элемент (89). Количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2 совпадает с значением функции сочетания С𝑛𝑛𝑛𝑛2 = 36. Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2, но и определяет индексные сертификаты 

(2)                                                                         

где функция-счетчик 

Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) множество 
положительных целых чисел 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛| без повторений и целое число 𝑆𝑆𝑆𝑆. Требуется 
выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы одно подмножество 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘�,
сумма элементов которого была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆, во-вторых, выбрать все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,
сумма элементов каждого из подмножеств была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆.

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной форме имеет 
вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆: ∃𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ ∅,∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                                                                     (1)
Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных чисел 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

={1,2,3,…,n} мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛|, которое является частным случаем множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 задачи о сумме 
подмножеств и обозначения. Без потерь общности в множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 можно включить число нуль, 
тогда 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 ={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива следующая постановка о сумме подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� с заданным индексным сертификатом 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 в параметризованной форме: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘: ∃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛,∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�,                                                                                           (2)                                                                         
где функция-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�  вычисляет количество подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданных 

значениях индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , нижний индекс которого связан с мощностью 𝑘𝑘𝑘𝑘.
Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр точности p, и тем 

самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется на основе 
функции сочетания

С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!

 .                                                                                                                             (3)

Каждое подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘состоит из 𝑘𝑘𝑘𝑘 элементов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛.
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по решению 

поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы с индексами множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 на основе 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 с целью нахождения полного набора подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘, которые полностью 
описываются с помощью подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘. Согласно функции сочетания(3) найдем 
диапазон 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜖𝜖𝜖𝜖[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥],                                                                                                                            (4)
где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
,𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
. Здесь переменная 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 определяет 

количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и задано множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ такое, что
𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2), 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂(max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2)) ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�  < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘),𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Доказательство. Положим 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑁𝑁9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}     мощности n=9. Для построения 
треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29

           34 35 36 37 38 39
                45 46 47 48 49                                                                                                                                                (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации ⨁) присоединить цифру 1 к элементам
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9 (данное множество представляет собой одномерный массив) начиная со второго 

элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам этого множества, начиная с третьего 
элемента и до конца, и так далее- пока не получим последний элемент (89). Количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2 совпадает с значением функции сочетания С𝑛𝑛𝑛𝑛2 = 36. Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2, но и определяет индексные сертификаты 

 вычисляет количество подмножеств  Nk 
при заданных значениях индексного сертификата   нижний индекс которого связан 
с мощностью k.   

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_NP-complete_problems
http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_NP-complete_problems
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Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр 
точности p, и тем самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов 
подмножества  Nk определяется на основе функции сочетания k.

Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) множество 
положительных целых чисел 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛| без повторений и целое число 𝑆𝑆𝑆𝑆. Требуется 
выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы одно подмножество 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘�,
сумма элементов которого была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆, во-вторых, выбрать все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,
сумма элементов каждого из подмножеств была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆.

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной форме имеет 
вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆: ∃𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ ∅,∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                                                                     (1)
Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных чисел 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

={1,2,3,…,n} мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛|, которое является частным случаем множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 задачи о сумме 
подмножеств и обозначения. Без потерь общности в множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 можно включить число нуль, 
тогда 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 ={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива следующая постановка о сумме подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� с заданным индексным сертификатом 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 в параметризованной форме: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘: ∃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛,∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�,                                                                                           (2)                                                                         
где функция-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�  вычисляет количество подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданных 

значениях индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , нижний индекс которого связан с мощностью 𝑘𝑘𝑘𝑘.
Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр точности p, и тем 

самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется на основе 
функции сочетания

С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!

 .                                                                                                                             (3)

Каждое подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘состоит из 𝑘𝑘𝑘𝑘 элементов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛.
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по решению 

поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы с индексами множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 на основе 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 с целью нахождения полного набора подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘, которые полностью 
описываются с помощью подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘. Согласно функции сочетания(3) найдем 
диапазон 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜖𝜖𝜖𝜖[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥],                                                                                                                            (4)
где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
,𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
. Здесь переменная 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 определяет 

количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и задано множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ такое, что
𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2), 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂(max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2)) ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�  < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘),𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Доказательство. Положим 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑁𝑁9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}     мощности n=9. Для построения 
треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29

           34 35 36 37 38 39
                45 46 47 48 49                                                                                                                                                (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации ⨁) присоединить цифру 1 к элементам
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9 (данное множество представляет собой одномерный массив) начиная со второго 

элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам этого множества, начиная с третьего 
элемента и до конца, и так далее- пока не получим последний элемент (89). Количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2 совпадает с значением функции сочетания С𝑛𝑛𝑛𝑛2 = 36. Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2, но и определяет индексные сертификаты 

.                                                                                        (3)

Каждое подмножество Nk состоит из  k элементов множества Nn. 
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по 

решению поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы 
с индексами множества  Xn на основе множества  Nn с целью нахождения 
полного набора подмножеств Xk, которые полностью описываются с помощью 
подмножества  Nk мощности  k. Согласно функции сочетания(3) найдем диапазон 

Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) множество 
положительных целых чисел 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛| без повторений и целое число 𝑆𝑆𝑆𝑆. Требуется 
выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы одно подмножество 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘�,
сумма элементов которого была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆, во-вторых, выбрать все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,
сумма элементов каждого из подмножеств была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆.

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной форме имеет 
вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆: ∃𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ ∅,∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                                                                     (1)
Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных чисел 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

={1,2,3,…,n} мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛|, которое является частным случаем множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 задачи о сумме 
подмножеств и обозначения. Без потерь общности в множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 можно включить число нуль, 
тогда 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 ={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива следующая постановка о сумме подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� с заданным индексным сертификатом 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 в параметризованной форме: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘: ∃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛,∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�,                                                                                           (2)                                                                         
где функция-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�  вычисляет количество подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданных 

значениях индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , нижний индекс которого связан с мощностью 𝑘𝑘𝑘𝑘.
Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр точности p, и тем 

самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется на основе 
функции сочетания

С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!

 .                                                                                                                             (3)

Каждое подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘состоит из 𝑘𝑘𝑘𝑘 элементов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛.
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по решению 

поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы с индексами множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 на основе 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 с целью нахождения полного набора подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘, которые полностью 
описываются с помощью подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘. Согласно функции сочетания(3) найдем 
диапазон 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜖𝜖𝜖𝜖[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥],                                                                                                                            (4)
где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
,𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
. Здесь переменная 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 определяет 

количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и задано множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ такое, что
𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2), 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂(max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2)) ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�  < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘),𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Доказательство. Положим 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑁𝑁9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}     мощности n=9. Для построения 
треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29

           34 35 36 37 38 39
                45 46 47 48 49                                                                                                                                                (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации ⨁) присоединить цифру 1 к элементам
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9 (данное множество представляет собой одномерный массив) начиная со второго 

элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам этого множества, начиная с третьего 
элемента и до конца, и так далее- пока не получим последний элемент (89). Количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2 совпадает с значением функции сочетания С𝑛𝑛𝑛𝑛2 = 36. Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2, но и определяет индексные сертификаты 

         (4)

где 

Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) множество 
положительных целых чисел 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛| без повторений и целое число 𝑆𝑆𝑆𝑆. Требуется 
выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы одно подмножество 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘�,
сумма элементов которого была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆, во-вторых, выбрать все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,
сумма элементов каждого из подмножеств была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆.

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной форме имеет 
вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆: ∃𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ ∅,∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                                                                     (1)
Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных чисел 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

={1,2,3,…,n} мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛|, которое является частным случаем множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 задачи о сумме 
подмножеств и обозначения. Без потерь общности в множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 можно включить число нуль, 
тогда 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 ={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива следующая постановка о сумме подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� с заданным индексным сертификатом 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 в параметризованной форме: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘: ∃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛,∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�,                                                                                           (2)                                                                         
где функция-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�  вычисляет количество подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданных 

значениях индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , нижний индекс которого связан с мощностью 𝑘𝑘𝑘𝑘.
Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр точности p, и тем 

самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется на основе 
функции сочетания

С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!

 .                                                                                                                             (3)

Каждое подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘состоит из 𝑘𝑘𝑘𝑘 элементов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛.
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по решению 

поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы с индексами множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 на основе 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 с целью нахождения полного набора подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘, которые полностью 
описываются с помощью подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘. Согласно функции сочетания(3) найдем 
диапазон 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜖𝜖𝜖𝜖[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥],                                                                                                                            (4)
где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
,𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
. Здесь переменная 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 определяет 

количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и задано множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ такое, что
𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2), 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂(max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2)) ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�  < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘),𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Доказательство. Положим 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑁𝑁9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}     мощности n=9. Для построения 
треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29

           34 35 36 37 38 39
                45 46 47 48 49                                                                                                                                                (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации ⨁) присоединить цифру 1 к элементам
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9 (данное множество представляет собой одномерный массив) начиная со второго 

элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам этого множества, начиная с третьего 
элемента и до конца, и так далее- пока не получим последний элемент (89). Количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2 совпадает с значением функции сочетания С𝑛𝑛𝑛𝑛2 = 36. Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2, но и определяет индексные сертификаты 

. Здесь переменная 

Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) множество 
положительных целых чисел 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛| без повторений и целое число 𝑆𝑆𝑆𝑆. Требуется 
выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы одно подмножество 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘�,
сумма элементов которого была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆, во-вторых, выбрать все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,
сумма элементов каждого из подмножеств была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆.

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной форме имеет 
вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆: ∃𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ ∅,∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                                                                     (1)
Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных чисел 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

={1,2,3,…,n} мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛|, которое является частным случаем множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 задачи о сумме 
подмножеств и обозначения. Без потерь общности в множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 можно включить число нуль, 
тогда 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 ={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива следующая постановка о сумме подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� с заданным индексным сертификатом 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 в параметризованной форме: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘: ∃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛,∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�,                                                                                           (2)                                                                         
где функция-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�  вычисляет количество подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданных 

значениях индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , нижний индекс которого связан с мощностью 𝑘𝑘𝑘𝑘.
Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр точности p, и тем 

самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется на основе 
функции сочетания

С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!

 .                                                                                                                             (3)

Каждое подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘состоит из 𝑘𝑘𝑘𝑘 элементов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛.
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по решению 

поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы с индексами множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 на основе 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 с целью нахождения полного набора подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘, которые полностью 
описываются с помощью подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘. Согласно функции сочетания(3) найдем 
диапазон 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜖𝜖𝜖𝜖[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥],                                                                                                                            (4)
где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
,𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
. Здесь переменная 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 определяет 

количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и задано множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ такое, что
𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2), 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂(max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2)) ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�  < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘),𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Доказательство. Положим 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑁𝑁9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}     мощности n=9. Для построения 
треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29

           34 35 36 37 38 39
                45 46 47 48 49                                                                                                                                                (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации ⨁) присоединить цифру 1 к элементам
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9 (данное множество представляет собой одномерный массив) начиная со второго 

элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам этого множества, начиная с третьего 
элемента и до конца, и так далее- пока не получим последний элемент (89). Количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2 совпадает с значением функции сочетания С𝑛𝑛𝑛𝑛2 = 36. Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2, но и определяет индексные сертификаты 

Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) множество 
положительных целых чисел 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛| без повторений и целое число 𝑆𝑆𝑆𝑆. Требуется 
выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы одно подмножество 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘�,
сумма элементов которого была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆, во-вторых, выбрать все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,
сумма элементов каждого из подмножеств была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆.

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной форме имеет 
вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆: ∃𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ ∅,∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                                                                     (1)
Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных чисел 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

={1,2,3,…,n} мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛|, которое является частным случаем множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 задачи о сумме 
подмножеств и обозначения. Без потерь общности в множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 можно включить число нуль, 
тогда 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 ={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива следующая постановка о сумме подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� с заданным индексным сертификатом 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 в параметризованной форме: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘: ∃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛,∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�,                                                                                           (2)                                                                         
где функция-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�  вычисляет количество подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданных 

значениях индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , нижний индекс которого связан с мощностью 𝑘𝑘𝑘𝑘.
Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр точности p, и тем 

самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется на основе 
функции сочетания

С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!

 .                                                                                                                             (3)

Каждое подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘состоит из 𝑘𝑘𝑘𝑘 элементов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛.
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по решению 

поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы с индексами множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 на основе 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 с целью нахождения полного набора подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘, которые полностью 
описываются с помощью подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘. Согласно функции сочетания(3) найдем 
диапазон 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜖𝜖𝜖𝜖[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥],                                                                                                                            (4)
где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
,𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
. Здесь переменная 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 определяет 

количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и задано множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ такое, что
𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2), 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂(max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2)) ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�  < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘),𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Доказательство. Положим 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑁𝑁9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}     мощности n=9. Для построения 
треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29

           34 35 36 37 38 39
                45 46 47 48 49                                                                                                                                                (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации ⨁) присоединить цифру 1 к элементам
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9 (данное множество представляет собой одномерный массив) начиная со второго 

элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам этого множества, начиная с третьего 
элемента и до конца, и так далее- пока не получим последний элемент (89). Количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2 совпадает с значением функции сочетания С𝑛𝑛𝑛𝑛2 = 36. Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2, но и определяет индексные сертификаты 

 определяет количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть  

Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) множество 
положительных целых чисел 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛| без повторений и целое число 𝑆𝑆𝑆𝑆. Требуется 
выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы одно подмножество 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘�,
сумма элементов которого была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆, во-вторых, выбрать все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,
сумма элементов каждого из подмножеств была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆.

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной форме имеет 
вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆: ∃𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ ∅,∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                                                                     (1)
Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных чисел 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

={1,2,3,…,n} мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛|, которое является частным случаем множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 задачи о сумме 
подмножеств и обозначения. Без потерь общности в множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 можно включить число нуль, 
тогда 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 ={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива следующая постановка о сумме подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� с заданным индексным сертификатом 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 в параметризованной форме: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘: ∃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛,∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�,                                                                                           (2)                                                                         
где функция-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�  вычисляет количество подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданных 

значениях индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , нижний индекс которого связан с мощностью 𝑘𝑘𝑘𝑘.
Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр точности p, и тем 

самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется на основе 
функции сочетания

С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!

 .                                                                                                                             (3)

Каждое подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘состоит из 𝑘𝑘𝑘𝑘 элементов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛.
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по решению 

поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы с индексами множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 на основе 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 с целью нахождения полного набора подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘, которые полностью 
описываются с помощью подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘. Согласно функции сочетания(3) найдем 
диапазон 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜖𝜖𝜖𝜖[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥],                                                                                                                            (4)
где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
,𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
. Здесь переменная 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 определяет 

количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и задано множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ такое, что
𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2), 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂(max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2)) ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�  < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘),𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Доказательство. Положим 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑁𝑁9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}     мощности n=9. Для построения 
треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29

           34 35 36 37 38 39
                45 46 47 48 49                                                                                                                                                (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации ⨁) присоединить цифру 1 к элементам
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9 (данное множество представляет собой одномерный массив) начиная со второго 

элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам этого множества, начиная с третьего 
элемента и до конца, и так далее- пока не получим последний элемент (89). Количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2 совпадает с значением функции сочетания С𝑛𝑛𝑛𝑛2 = 36. Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2, но и определяет индексные сертификаты 

 и задано множество Nn.  Тогда   

Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) множество 
положительных целых чисел 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛| без повторений и целое число 𝑆𝑆𝑆𝑆. Требуется 
выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы одно подмножество 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘�,
сумма элементов которого была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆, во-вторых, выбрать все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,
сумма элементов каждого из подмножеств была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆.

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной форме имеет 
вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆: ∃𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ ∅,∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                                                                     (1)
Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных чисел 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

={1,2,3,…,n} мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛|, которое является частным случаем множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 задачи о сумме 
подмножеств и обозначения. Без потерь общности в множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 можно включить число нуль, 
тогда 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 ={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива следующая постановка о сумме подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� с заданным индексным сертификатом 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 в параметризованной форме: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘: ∃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛,∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�,                                                                                           (2)                                                                         
где функция-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�  вычисляет количество подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданных 

значениях индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , нижний индекс которого связан с мощностью 𝑘𝑘𝑘𝑘.
Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр точности p, и тем 

самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется на основе 
функции сочетания

С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!

 .                                                                                                                             (3)

Каждое подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘состоит из 𝑘𝑘𝑘𝑘 элементов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛.
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по решению 

поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы с индексами множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 на основе 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 с целью нахождения полного набора подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘, которые полностью 
описываются с помощью подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘. Согласно функции сочетания(3) найдем 
диапазон 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜖𝜖𝜖𝜖[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥],                                                                                                                            (4)
где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
,𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
. Здесь переменная 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 определяет 

количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и задано множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ такое, что
𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2), 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂(max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2)) ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�  < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘),𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Доказательство. Положим 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑁𝑁9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}     мощности n=9. Для построения 
треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29

           34 35 36 37 38 39
                45 46 47 48 49                                                                                                                                                (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации ⨁) присоединить цифру 1 к элементам
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9 (данное множество представляет собой одномерный массив) начиная со второго 

элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам этого множества, начиная с третьего 
элемента и до конца, и так далее- пока не получим последний элемент (89). Количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2 совпадает с значением функции сочетания С𝑛𝑛𝑛𝑛2 = 36. Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2, но и определяет индексные сертификаты 

 такое, что

Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) множество 
положительных целых чисел 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛| без повторений и целое число 𝑆𝑆𝑆𝑆. Требуется 
выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы одно подмножество 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘�,
сумма элементов которого была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆, во-вторых, выбрать все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,
сумма элементов каждого из подмножеств была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆.

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной форме имеет 
вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆: ∃𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ ∅,∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                                                                     (1)
Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных чисел 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

={1,2,3,…,n} мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛|, которое является частным случаем множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 задачи о сумме 
подмножеств и обозначения. Без потерь общности в множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 можно включить число нуль, 
тогда 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 ={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива следующая постановка о сумме подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� с заданным индексным сертификатом 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 в параметризованной форме: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘: ∃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛,∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�,                                                                                           (2)                                                                         
где функция-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�  вычисляет количество подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданных 

значениях индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , нижний индекс которого связан с мощностью 𝑘𝑘𝑘𝑘.
Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр точности p, и тем 

самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется на основе 
функции сочетания

С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!

 .                                                                                                                             (3)

Каждое подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘состоит из 𝑘𝑘𝑘𝑘 элементов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛.
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по решению 

поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы с индексами множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 на основе 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 с целью нахождения полного набора подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘, которые полностью 
описываются с помощью подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘. Согласно функции сочетания(3) найдем 
диапазон 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜖𝜖𝜖𝜖[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥],                                                                                                                            (4)
где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
,𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
. Здесь переменная 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 определяет 

количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и задано множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ такое, что
𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2), 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂(max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2)) ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�  < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘),𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Доказательство. Положим 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑁𝑁9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}     мощности n=9. Для построения 
треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29

           34 35 36 37 38 39
                45 46 47 48 49                                                                                                                                                (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации ⨁) присоединить цифру 1 к элементам
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9 (данное множество представляет собой одномерный массив) начиная со второго 

элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам этого множества, начиная с третьего 
элемента и до конца, и так далее- пока не получим последний элемент (89). Количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2 совпадает с значением функции сочетания С𝑛𝑛𝑛𝑛2 = 36. Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2, но и определяет индексные сертификаты 

Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) множество 
положительных целых чисел 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛| без повторений и целое число 𝑆𝑆𝑆𝑆. Требуется 
выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы одно подмножество 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘�,
сумма элементов которого была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆, во-вторых, выбрать все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,
сумма элементов каждого из подмножеств была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆.

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной форме имеет 
вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆: ∃𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ ∅,∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                                                                     (1)
Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных чисел 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

={1,2,3,…,n} мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛|, которое является частным случаем множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 задачи о сумме 
подмножеств и обозначения. Без потерь общности в множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 можно включить число нуль, 
тогда 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 ={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива следующая постановка о сумме подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� с заданным индексным сертификатом 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 в параметризованной форме: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘: ∃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛,∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�,                                                                                           (2)                                                                         
где функция-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�  вычисляет количество подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданных 

значениях индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , нижний индекс которого связан с мощностью 𝑘𝑘𝑘𝑘.
Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр точности p, и тем 

самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется на основе 
функции сочетания

С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!

 .                                                                                                                             (3)

Каждое подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘состоит из 𝑘𝑘𝑘𝑘 элементов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛.
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по решению 

поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы с индексами множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 на основе 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 с целью нахождения полного набора подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘, которые полностью 
описываются с помощью подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘. Согласно функции сочетания(3) найдем 
диапазон 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜖𝜖𝜖𝜖[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥],                                                                                                                            (4)
где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
,𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
. Здесь переменная 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 определяет 

количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и задано множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ такое, что
𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2), 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂(max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2)) ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�  < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘),𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Доказательство. Положим 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑁𝑁9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}     мощности n=9. Для построения 
треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29

           34 35 36 37 38 39
                45 46 47 48 49                                                                                                                                                (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации ⨁) присоединить цифру 1 к элементам
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9 (данное множество представляет собой одномерный массив) начиная со второго 

элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам этого множества, начиная с третьего 
элемента и до конца, и так далее- пока не получим последний элемент (89). Количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2 совпадает с значением функции сочетания С𝑛𝑛𝑛𝑛2 = 36. Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2, но и определяет индексные сертификаты 

, 

Доказательство. Положим 

Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) множество 
положительных целых чисел 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛| без повторений и целое число 𝑆𝑆𝑆𝑆. Требуется 
выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы одно подмножество 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘�,
сумма элементов которого была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆, во-вторых, выбрать все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,
сумма элементов каждого из подмножеств была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆.

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной форме имеет 
вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆: ∃𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ ∅,∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                                                                     (1)
Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных чисел 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

={1,2,3,…,n} мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛|, которое является частным случаем множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 задачи о сумме 
подмножеств и обозначения. Без потерь общности в множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 можно включить число нуль, 
тогда 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 ={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива следующая постановка о сумме подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� с заданным индексным сертификатом 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 в параметризованной форме: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘: ∃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛,∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�,                                                                                           (2)                                                                         
где функция-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�  вычисляет количество подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданных 

значениях индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , нижний индекс которого связан с мощностью 𝑘𝑘𝑘𝑘.
Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр точности p, и тем 

самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется на основе 
функции сочетания

С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!

 .                                                                                                                             (3)

Каждое подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘состоит из 𝑘𝑘𝑘𝑘 элементов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛.
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по решению 

поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы с индексами множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 на основе 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 с целью нахождения полного набора подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘, которые полностью 
описываются с помощью подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘. Согласно функции сочетания(3) найдем 
диапазон 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜖𝜖𝜖𝜖[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥],                                                                                                                            (4)
где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
,𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
. Здесь переменная 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 определяет 

количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и задано множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ такое, что
𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2), 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂(max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2)) ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�  < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘),𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Доказательство. Положим 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑁𝑁9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}     мощности n=9. Для построения 
треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29

           34 35 36 37 38 39
                45 46 47 48 49                                                                                                                                                (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации ⨁) присоединить цифру 1 к элементам
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9 (данное множество представляет собой одномерный массив) начиная со второго 

элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам этого множества, начиная с третьего 
элемента и до конца, и так далее- пока не получим последний элемент (89). Количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2 совпадает с значением функции сочетания С𝑛𝑛𝑛𝑛2 = 36. Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2, но и определяет индексные сертификаты 

 мощности n=9. Для 
построения треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
      23 24 25 26 27 28 29
           34 35 36 37 38 39
          45 46 47 48 49                                                                     (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации 

Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) множество 
положительных целых чисел 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛| без повторений и целое число 𝑆𝑆𝑆𝑆. Требуется 
выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы одно подмножество 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘�,
сумма элементов которого была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆, во-вторых, выбрать все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,
сумма элементов каждого из подмножеств была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆.

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной форме имеет 
вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆: ∃𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ ∅,∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                                                                     (1)
Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных чисел 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

={1,2,3,…,n} мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛|, которое является частным случаем множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 задачи о сумме 
подмножеств и обозначения. Без потерь общности в множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 можно включить число нуль, 
тогда 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 ={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива следующая постановка о сумме подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� с заданным индексным сертификатом 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 в параметризованной форме: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘: ∃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛,∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�,                                                                                           (2)                                                                         
где функция-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�  вычисляет количество подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданных 

значениях индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , нижний индекс которого связан с мощностью 𝑘𝑘𝑘𝑘.
Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр точности p, и тем 

самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется на основе 
функции сочетания

С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!

 .                                                                                                                             (3)

Каждое подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘состоит из 𝑘𝑘𝑘𝑘 элементов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛.
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по решению 

поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы с индексами множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 на основе 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 с целью нахождения полного набора подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘, которые полностью 
описываются с помощью подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘. Согласно функции сочетания(3) найдем 
диапазон 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜖𝜖𝜖𝜖[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥],                                                                                                                            (4)
где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
,𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
. Здесь переменная 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 определяет 

количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и задано множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ такое, что
𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2), 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂(max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2)) ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�  < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘),𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Доказательство. Положим 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑁𝑁9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}     мощности n=9. Для построения 
треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29

           34 35 36 37 38 39
                45 46 47 48 49                                                                                                                                                (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации ⨁) присоединить цифру 1 к элементам
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9 (данное множество представляет собой одномерный массив) начиная со второго 

элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам этого множества, начиная с третьего 
элемента и до конца, и так далее- пока не получим последний элемент (89). Количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2 совпадает с значением функции сочетания С𝑛𝑛𝑛𝑛2 = 36. Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2, но и определяет индексные сертификаты 

) присоединить цифру 1 к 
элементам

множества  N9 (данное множество представляет собой одномерный массив) 
начиная со второго элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам 
этого множества, начиная с третьего элемента и до конца, и так далее- пока не 
получим последний элемент (89). Количество подмножеств  N2 совпадает с 
значением функции сочетания 

Постановка задач. Дано отсортированное (не обязательное условие) множество 
положительных целых чисел 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛| без повторений и целое число 𝑆𝑆𝑆𝑆. Требуется 
выяснить, во-первых, возможно ли выбрать хотя бы одно подмножество 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘�,
сумма элементов которого была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆, во-вторых, выбрать все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,
сумма элементов каждого из подмножеств была равна сертификату 𝑆𝑆𝑆𝑆.

Тогда формальная постановка задачи о сумме подмножеств в параметризованной форме имеет 
вид:

𝑆𝑆𝑆𝑆: ∃𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ≠ ∅,∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                                                                     (1)
Введем отсортированное (не обязательное условие) множество натуральных чисел 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

={1,2,3,…,n} мощности 𝑛𝑛𝑛𝑛 = |𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛|, которое является частным случаем множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 задачи о сумме 
подмножеств и обозначения. Без потерь общности в множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 можно включить число нуль, 
тогда 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 ={0,1,2,3,…,n-1}. Справедлива следующая постановка о сумме подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛

мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� с заданным индексным сертификатом 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 в параметризованной форме: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘: ∃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘⊆𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛,∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�,                                                                                           (2)                                                                         
где функция-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�  вычисляет количество подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданных 

значениях индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , нижний индекс которого связан с мощностью 𝑘𝑘𝑘𝑘.
Задача (2) исключает из вычислительной сложности задачи (1) параметр точности p, и тем 

самым, облегчает решение задачи (1).   Набор элементов подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется на основе 
функции сочетания

С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!

 .                                                                                                                             (3)

Каждое подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘состоит из 𝑘𝑘𝑘𝑘 элементов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛.
Методы решения поставленных задач. Предлагается новый подход по решению 

поставленной задач (1) и (2) и формированию аппарата работы с индексами множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 на основе 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 с целью нахождения полного набора подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘, которые полностью 
описываются с помощью подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘. Согласно функции сочетания(3) найдем 
диапазон 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜖𝜖𝜖𝜖[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥],                                                                                                                            (4)
где 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
,𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2
. Здесь переменная 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 определяет 

количество уникальных индексных сертификатов.
Лемма1. Пусть 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и задано множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда ∃ 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ такое, что
𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2), 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂(max

 𝑠𝑠𝑠𝑠2
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2)) ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�  < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘),𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Доказательство. Положим 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑁𝑁9 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}     мощности n=9. Для построения 
треугольной матрицы порядка 8x8 ((n-1)x(n-1)) без скобок:

12 13 14 15 16 17 18 19 
23 24 25 26 27 28 29

           34 35 36 37 38 39
                45 46 47 48 49                                                                                                                                                (5)
                      56 57 58 59 
                           67 68 69
                                78 79
                                     89
(достаточно применить оператор конкатенации ⨁) присоединить цифру 1 к элементам
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9 (данное множество представляет собой одномерный массив) начиная со второго 

элемента и до конца; затем   присоединить цифру 2 к элементам этого множества, начиная с третьего 
элемента и до конца, и так далее- пока не получим последний элемент (89). Количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2 совпадает с значением функции сочетания С𝑛𝑛𝑛𝑛2 = 36. Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2, но и определяет индексные сертификаты 

.  Матрица(5) описывает все необходимые 
индексы, по которым можно найти все подмножества но и определяет индексные 
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сертификаты  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

. Поэтому можем перейти к следующему шагу 
доказательства и определяем диапазон(4), то есть, 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

  и таких 
уникальных индексных сертификатов будет  m2=15. Далее задаем текущее значение 
s2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем принадлежность 
этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно: 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

, 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

, 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

, 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

, 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

        

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

, 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

,  

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

, 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

,

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

 и так далее 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

.  В свою очередь, функция–
счетчик удовлетворяет неравенству  

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

 и определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  другими словами, определяет 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной 
матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

 для  

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

, 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

, 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

. Следовательно, максимальное количество 
подмножеств  N2, удовлетворяющих индексному сертификату  

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

 в наборе 
равно 4. Последнее определяет максимальное количество подмножеств X2.   
Действительно, для других значений индексного сертификата s2   значение q<4  
для множества N9. И, наконец, обобщая полученные результаты для множества 
Nn  достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n 
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

, полученное в работе, уменьшится в 
два раза:  

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

 требуемое пространство 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

.     
Для   

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

 на основе леммы1 и оператора конкатенации  

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

 разработаны 
алгоритмы генерации двумерных треугольных матриц с учетом равенства  

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

более эффективные по сравнению в [7] и далее можем сформулировать 
в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма выборки 
подмножеств Nk, Xk  

Лемма 2. Пусть заданы множество   Nn и параметр mk.  Тогда время выборки 
подмножества  

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

.
Доказательство. Согласно лемме1 найдем 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

.   Из этих формул имеем оценку mk<kn.  Согласно предложенному 
выше подходу получим 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

.  С другой 
стороны, более точные оценки на время T  можем получить через функцию-
счетчик 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

, которая определяет повторяемость заданного значения 
индексного сертификата  sk и удовлетворяет условию: 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

. Поэтому время выполнения алгоритма равно 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

, 
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требуемое пространство берется из леммы1. Таким образом, время  T и требуемое 
пространство  

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

 удовлетворяют условиям: 
                                      

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

   (7)
 Остается открытым вопрос о связи сертификата  задачи (1) с индексным 

сертификатом sk задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

.  Тогда существуют   
подмножества  

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

 

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

 мощности  и индексный сертификат  sk такие, 
что  

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)

.                                                                           
 Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма 

всех k элементов подмножества Xk определяется так

 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛. Поэтому можем перейти к следующему шагу доказательства и определяем 
диапазон(4), то есть,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥] = [3,17] и таких уникальных индексных сертификатов будет
𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 15. Далее задаем текущее значение  𝑠𝑠𝑠𝑠2, представляющее  собой сумму индексов,   и определяем 
принадлежность этого значения элементу той или иной диагонали треугольной матрицы(5), а 
именно:  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 3 → (12),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 4 → (13),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 5 → (14 23),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 6 → (15 24), 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 7 →
(16 25 34), 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 8 → (17 26 35),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 9 → (18 27 36 45),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 10 → (19 28 37 46),  𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 11 →
(29 38 47 56) и так далее 𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 17 → (89). В свою очередь, функция–счетчик удовлетворяет 
неравенству 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) < 𝑚𝑚𝑚𝑚2 и определяет повторяемость заданного значения индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2, другими словами, определяет принадлежность этого значения элементу той или 
иной диагонали треугольной матрицы(5), а решение задачи максимизации запишем в виде:

𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max
 𝑠𝑠𝑠𝑠2

𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑠𝑠𝑠𝑠2∗,𝑁𝑁𝑁𝑁2) = �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
� = 4 для  𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 9 → (18 27 36 45), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 10 →

(19 28 37 46), 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ = 11 → (29 38 47 56). Следовательно, максимальное количество подмножеств 
𝑁𝑁𝑁𝑁2, удовлетворяющих индексному сертификату 𝑠𝑠𝑠𝑠2∗ в наборе равно 4. Последнее определяет 
максимальное количество подмножеств 𝑋𝑋𝑋𝑋2.  Действительно, для других значений индексного 
сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠2 значение 𝑞𝑞𝑞𝑞 < 4 для множества 𝑁𝑁𝑁𝑁9. И, наконец, обобщая полученные результаты для 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 достаточно  треугольную матрицу(5) порядка (n-1)x(n-1) представить в виде:

                12 13 ……… 1 n-1 1 n
                      23 24 ……2 n-1 2 n
                                 ……                                                                                                                 (6)
                                n-2 n-1 n-1 n
                                             n-1 n
Тогда время работы алгоритма 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛), полученное в работе, уменьшится в два раза: 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤

𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�, требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)𝑛𝑛𝑛𝑛

2
� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).

Для 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 3 на основе леммы1 и оператора конкатенации ⨁ разработаны алгоритмы генерации 
двумерных треугольных матриц с учетом равенства С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘 = С𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘 , более эффективные по сравнению в 
[7] и далее можем сформулировать в общем виде с оценкой сверху на время выполнения алгоритма 
выборки подмножеств 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘

Лемма 2. Пусть заданы множество 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и параметр 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Тогда время выборки подмножества 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 и требуемое пространство удовлетворяют условиям 𝑇𝑇𝑇𝑇 < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�.

Доказательство. Согласно лемме1 найдем   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛 − (𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝑘𝑘𝑘𝑘
2

− 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)
2

+ 1.
Из этих формул имеем оценку 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛. Согласно предложенному выше подходу получим  𝑇𝑇𝑇𝑇 <
𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑘𝑘) + 1) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛),    𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛

2
�. С другой стороны, более точные оценки на время 𝑇𝑇𝑇𝑇

можем получить через функцию-счетчик 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�, которая определяет повторяемость 
заданного значения индексного сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 и удовлетворяет условию:  𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = max

 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑞𝑞( 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘) =

𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘� < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘. Поэтому время выполнения алгоритма равно 𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘��, требуемое
пространство берется из леммы1. Таким образом, время 𝑇𝑇𝑇𝑇 и требуемое пространство 𝕊𝕊𝕊𝕊
удовлетворяют условиям:                                       

𝑇𝑇𝑇𝑇 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘∗ ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛) < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2), 𝕊𝕊𝕊𝕊 ≤ 𝑂𝑂𝑂𝑂 �(𝑛𝑛𝑛𝑛−1)∗𝑛𝑛𝑛𝑛
2

� < 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛2).                                             (7)
Остается открытым вопрос о связи сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи (1) с индексным сертификатом  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘

задачи (2). 
Теорема 1. Пусть выполнено условие ∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆. Тогда существуют   подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 и индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что  𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.                                                                           
Доказательство. Выполнение первого условия теоремы означает, что сумма всех k элементов 

подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется так
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ ℎ;  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛.                         (8)                   (8)
Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

                                                (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности 

k и индексного сертификата sk  находятся все возможные подмножества  Nk 
такие, что 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

.   Помимо последнего условия(9) должно выполняться 
ограничение(8), поэтому 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60

225
= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

. 
Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S 

задачи (1) и произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем 
следующие величины:

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60

225
= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

       (9)

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

       (10)
Теорема 2. При заданном сертификате  задачи о сумме подмножеств (1) 

индексный сертификат  задачи (2) находится по формуле

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

      (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 
Nn, а вторая (10)–сумму всех элементов множества Xn. Тогда справедливо 
соотношение 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60

225
= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

, которое следует из теорем о среднем. Учитывая делимость 
нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), получаем искомую формулу 
(11). 

Вследствие того, что   s=sk, но мощность  k неизвестна для подмножества  Nk 
и, в том числе, и мощность  k для подмножества   Xk при заданном значении 
сертификата  S неизвестна, однако индексный сертификат должен удовлетворять 
неравенству  

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

 следующего из диапазона (4). Нетрудно записать 
диапазоны(4) для каждой мощности k подмножества  Nk из множества Nn, 
а именно, 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

  при 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60

225
= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

. В частности, пересечение первых 
четырех диапазонов позволяет найти мощности 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60

225
= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

. 
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Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности  ak, удовлетворяю-
щей равенствам:

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60

225
= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

,                                            (12)
где  

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

. Верхняя оценка на мощность  k найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат s вычисляется по формуле (11). Если 

коэффициенты принадлежности удовлетворяют неравенству  

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

 тогда 
индексный сертификат 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

 и 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

   
Доказательство. Ввиду выпуклости множества Nn введенные формулы (12) 

справедливы. Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности ak и  ak +1 на 
основе формул (12) для каждого значения  

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60

225
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принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

 и далее при условии при 
условии 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

  Если  

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

 тогда условия теоремы выполнены. Проверка 
неравенства 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60

225
= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

 осуществляется только для соседних значений k. 
Пример. Даны множества 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60

225
= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

, 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60

225
= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60

225
= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

 На основе  лемм и теорем  вычислим индексный сертификат  s на основе 
формулы(11): в случае  

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60

225
= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

 имеем 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

 Согласно теореме 
3 коэффициенты принадлежности  

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

. Из условия  

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

 
имеем, что 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

  и 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60

225
= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

.  Индексный сертификат   

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

 позволяет 
найти подмножества  

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60

225
= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

, однако все подмножества  

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60
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= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

 Поэтому при   

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60

225
= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

. Среди найденного набора    N2 
имеется подмножество 

Из соотношения (9) легко находится индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 + ⋯+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ;  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗 ,⋯ ,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔,𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 ⊆ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 .                                                      (9)                                            
На основе выше доказанных лемм при известных значениях мощности k и индексного 

сертификата  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся все возможные подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 такие, что ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 . Помимо 
последнего условия(9) должно выполняться ограничение(8), поэтому 𝑞𝑞𝑞𝑞�𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘� ≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘�.

Следующая теорема показывает связь между произвольным сертификатом S задачи (1) и 
произвольным индексным сертификатом s задачи (2). Поэтому введем следующие величины:

∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒩𝒩𝒩𝒩,                                                                                                                               (9)
∑ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝒮𝒮𝒮𝒮                                                                                                                                  (10)
Теорема 2. При заданном сертификате 𝑆𝑆𝑆𝑆 задачи о сумме подмножеств (1) индексный 

сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 задачи (2) находится по формуле
 𝑠𝑠𝑠𝑠 = �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� − 1 ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� ∨ �𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩𝒩

𝒮𝒮𝒮𝒮
� + 1.                                                                                                  (11)

Доказательство. Первая формула (9) определяет сумму всех индексов множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а вторая
(10)–сумму всех элементов множества 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛. Тогда справедливо соотношение 𝒩𝒩𝒩𝒩

𝑠𝑠𝑠𝑠
≅ 𝒮𝒮𝒮𝒮

𝒩𝒩𝒩𝒩
, которое следует 

из теорем о среднем. Учитывая делимость нацело и свойства комбинаторных задач (1) и (2), 
получаем искомую формулу (11). 

Вследствие того, что  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 , но мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 неизвестна для подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 и, в том числе, 
и мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 для подмножества  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘 при заданном значении сертификата 𝑆𝑆𝑆𝑆 неизвестна, однако 
индексный сертификат должен удовлетворять неравенству 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 , следующего из 
диапазона (4). Нетрудно записать диапазоны(4) для каждой мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘 из 
множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛, а именно, 𝑁𝑁𝑁𝑁8 = {1,2, … ,8} при 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,  𝑠𝑠𝑠𝑠2 ∈ [3,15], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3,  𝑠𝑠𝑠𝑠3 ∈ [6,21], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 4, 𝑠𝑠𝑠𝑠4 ∈
[10,26], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 5,  𝑠𝑠𝑠𝑠5 ∈ [15,30], 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 6,  𝑠𝑠𝑠𝑠6 ∈ [21,33]. В частности, пересечение первых четырех 
диапазонов позволяет найти мощности 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 3 ∨ 4 ∨ 5.

Ввиду многозначности введем коэффициент принадлежности 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 , удовлетворяющей 
равенствам:

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠,                                          (12)
где 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2,3, …√𝑛𝑛𝑛𝑛. Верхняя оценка на мощность 𝑘𝑘𝑘𝑘 найдена в [5]. Тогда справедлива
Теорема 3. Пусть индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 вычисляется по формуле (11). Если коэффициенты 

принадлежности удовлетворяют неравенству  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥� и  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠.

Доказательство. Ввиду выпуклости множества 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 введенные формулы (12) справедливы. 
Поэтому вычислим коэффициенты принадлежности  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 и  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 на основе формул (12) для каждого 
значения 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 ∨ 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 3 и далее при условии при условии 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если                 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1, тогда 
условия теоремы выполнены. Проверка неравенства  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 <  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘+1 осуществляется только для 
соседних значений 𝑘𝑘𝑘𝑘.

Пример. Даны множества 𝑋𝑋𝑋𝑋8 = {10,14,17,20,36,38,43,47}, 𝑁𝑁𝑁𝑁8  = {1,2, … ,8}, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60, 𝒮𝒮𝒮𝒮 =
225,𝒩𝒩𝒩𝒩 = 36. На основе  лемм и теорем вычислим индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 на основе формулы(11): 
в случае 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 60 имеем 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 36∗60

225
= [9,6] = 9 ∨ 10. Согласно теореме 3 коэффициенты 

принадлежности   𝛼𝛼𝛼𝛼2 = 0,4166,  𝛼𝛼𝛼𝛼3 = 0,7333. Из условия  𝛼𝛼𝛼𝛼2 <  𝛼𝛼𝛼𝛼3 имеем, что 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2 и 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠2, 𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈
[3,15]. Индексный сертификат 𝑠𝑠𝑠𝑠 = 9 позволяет найти подмножества 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {1,8} ∨ {2,7} ∨ {3,6} ∨
{4,5}, однако все подмножества 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = ∅. Поэтому при  𝑠𝑠𝑠𝑠 = 10, 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {2,8} ∨ {3,7} ∨ {4,6}. Среди 
найденного набора 𝑁𝑁𝑁𝑁2 имеется подмножество 𝑁𝑁𝑁𝑁2 = {3,7} ↔  𝑥𝑥𝑥𝑥3+ 𝑥𝑥𝑥𝑥7 = 60, 𝑋𝑋𝑋𝑋2 = {17,43}.

Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме подмножеств и на основе 

которых разработан аналитический аппарат работы управления индексами исходного множества. 
Введен индексный сертификат  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘, который определяет мощность требуемого подмножества и 
показана его связь с сертификатом 𝑆𝑆𝑆𝑆. Разработан новый механизм управления индексами множества 

.
Заключение
Доказаны леммы и теоремы, определяющие решение задачи о сумме 

подмножеств и на основе которых разработан аналитический аппарат работы 
управления индексами исходного множества. Введен индексный сертификат sk, 
который определяет мощность требуемого подмножества и показана его связь с 
сертификатом S. Разработан новый механизм управления индексами множества 
Xk, который позволил существенно сократить время выборки подмножеств Xn, 
удовлетворяющих сертификату S. Ввиду того, что установлена линейная (либо 
квадратичная) разрешимость задачи о сумме подмножеств из класса NP-complete, 
поэтому на основе известной теоремы (известная теорема утверждает, что 
если некоторая NP-полная задача разрешима за полиномиальное время, то P = 
NP) следует равенство классов P и NP. Приведены примеры, подтверждающие 
справедливость полученных результатов.
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