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Аннотация. В множестве четных и нечетных неотрицательных целых чисел Xn

мощности n найти подмножество Xk ⊆ Xn мощности k = |Xk|, сумма элементов которого
равна сертификату S. Поставленная задача относится к классу NP-complete. Доказаны 
леммы о полиномиальной разрешимости задачи о сумме подмножеств Xk с мощностью k,
удовлетворяющей условиям n ≥ 3, k(n) ≥ 3 ∨ n > 3, k(n) ≤ n < k2(n) − k(n) и найдено
фиксированное значение мощности k из выше приведенного интервала. Предлагаемый
полиномиальный метод решения задачи о сумме подмножеств обеспечивает решение
других проблем класса NP-complete с помощью сводящих функций и справедливость
равенства классов P = NP на базе известной теоремы: если некоторая NP-полная задача
разрешима за полиномиальное время, то P = NP.

Ключевые слова: класс NP-complete, полиномиальная разрешимость, задача о сумме
подмножеств

Введение
Любая задача из класса NP может быть решена полным перебором. При этом, даже

если вычисление целевой функции от каждого конкретного возможного решения задачи
может быть осуществлено за полиномиальное время, в зависимости от количества всех
возможных решений полный перебор может потребовать экспоненциального
времени работы. В теории алгоритмов известны несколько широко применимых общих
концепций. Метод полного перебора является одной из них. Детальный обзор последних
работ [1,2] о псевдополиномиальных и экспоненциальных методах показывает, что важная 
задача о сумме подмножеств в теории сложности алгоритмов относится к основной из
трудных проблем класса NP-complete. В работах [3,4] предложены полиномиальные
алгоритмы решения задачи о сумме подмножеств. Однако в задаче перебора и задаче о
сумме подмножеств очень много нерешенных проблем. К этим проблемам можно отнести:
-существование мощности k подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑛𝑛;

-нахождение нижней и верхней границы мощности k;
-определение фиксированного значения мощности k;
-взаимосвязь между n и k;
-определение минимального значения мощности подмножества, получаемого при

расщеплении исходного множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 на подмножества.
Постановка задачи

Задача о сумме подмножеств формулируется в виде:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁, (1)

где 𝑋𝑋𝑛𝑛 −множество целых четных и нечетных неотрицательных чисел, мощность 𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑛𝑛|, 
𝑥𝑥𝑖𝑖 < +∞, N-множество натуральных чисел с мощностью 𝑛𝑛 = |𝑁𝑁|, 𝑛𝑛 < +∞. Предполагается,
что 𝑆𝑆 − 𝑥𝑥𝑖𝑖 > 0, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁.

Параметризованной формой задачи (1) будем называть следующую задачу:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 1, 𝑖𝑖 ∈ 𝐾𝐾, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾, (2)

где 𝑋𝑋𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑘𝑘 = |𝑋𝑋𝑘𝑘|, 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛, K⊆N, k=|𝐾𝐾|, K –подмножество индексов всех выбранных 
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾-подмножество индексов всех остальных (невыбранных)
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛 подзадачи (2). Отметим, что задача (1) является частным случаем
задачи(2), когда подмножество 𝐾𝐾 = ∅.

Полиномиальный разрешимость NP-complete

Xn мощности K=[Xk], сумма элементов которого равна сертификату S. Поставленная 
задача относится к классу NP-complete. Доказаны леммы  о полиномиальной  разрешимости  задачи 
о сумме подмножеств Xk с мощностью k,  удовлетворяющей  условиям 
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Введение
Любая задача из класса NP может быть решена полным перебором. При этом, даже

если вычисление целевой функции от каждого конкретного возможного решения задачи
может быть осуществлено за полиномиальное время, в зависимости от количества всех
возможных решений полный перебор может потребовать экспоненциального
времени работы. В теории алгоритмов известны несколько широко применимых общих
концепций. Метод полного перебора является одной из них. Детальный обзор последних
работ [1,2] о псевдополиномиальных и экспоненциальных методах показывает, что важная 
задача о сумме подмножеств в теории сложности алгоритмов относится к основной из
трудных проблем класса NP-complete. В работах [3,4] предложены полиномиальные
алгоритмы решения задачи о сумме подмножеств. Однако в задаче перебора и задаче о
сумме подмножеств очень много нерешенных проблем. К этим проблемам можно отнести:
-существование мощности k подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑛𝑛;

-нахождение нижней и верхней границы мощности k;
-определение фиксированного значения мощности k;
-взаимосвязь между n и k;
-определение минимального значения мощности подмножества, получаемого при

расщеплении исходного множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 на подмножества.
Постановка задачи

Задача о сумме подмножеств формулируется в виде:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁, (1)

где 𝑋𝑋𝑛𝑛 −множество целых четных и нечетных неотрицательных чисел, мощность 𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑛𝑛|, 
𝑥𝑥𝑖𝑖 < +∞, N-множество натуральных чисел с мощностью 𝑛𝑛 = |𝑁𝑁|, 𝑛𝑛 < +∞. Предполагается,
что 𝑆𝑆 − 𝑥𝑥𝑖𝑖 > 0, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁.

Параметризованной формой задачи (1) будем называть следующую задачу:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 1, 𝑖𝑖 ∈ 𝐾𝐾, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾, (2)

где 𝑋𝑋𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑘𝑘 = |𝑋𝑋𝑘𝑘|, 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛, K⊆N, k=|𝐾𝐾|, K –подмножество индексов всех выбранных 
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾-подмножество индексов всех остальных (невыбранных)
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛 подзадачи (2). Отметим, что задача (1) является частным случаем
задачи(2), когда подмножество 𝐾𝐾 = ∅.

Полиномиальный разрешимость NP-complete
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Введение
Любая задача из класса NP может быть решена полным перебором. При этом, даже

если вычисление целевой функции от каждого конкретного возможного решения задачи
может быть осуществлено за полиномиальное время, в зависимости от количества всех
возможных решений полный перебор может потребовать экспоненциального
времени работы. В теории алгоритмов известны несколько широко применимых общих
концепций. Метод полного перебора является одной из них. Детальный обзор последних
работ [1,2] о псевдополиномиальных и экспоненциальных методах показывает, что важная 
задача о сумме подмножеств в теории сложности алгоритмов относится к основной из
трудных проблем класса NP-complete. В работах [3,4] предложены полиномиальные
алгоритмы решения задачи о сумме подмножеств. Однако в задаче перебора и задаче о
сумме подмножеств очень много нерешенных проблем. К этим проблемам можно отнести:
-существование мощности k подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑛𝑛;

-нахождение нижней и верхней границы мощности k;
-определение фиксированного значения мощности k;
-взаимосвязь между n и k;
-определение минимального значения мощности подмножества, получаемого при

расщеплении исходного множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 на подмножества.
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Xn;
- нахождение нижней и верхней границы мощности k;
- определение фиксированного значения мощности k;
- взаимосвязь между n и k;
- определение минимального значения мощности подмножества, получаемого при расщеплении 

исходного множества Xn  на подмножества.
Постановка задачи   
Задача о сумме подмножеств формулируется в виде:
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Введение
Любая задача из класса NP может быть решена полным перебором. При этом, даже

если вычисление целевой функции от каждого конкретного возможного решения задачи
может быть осуществлено за полиномиальное время, в зависимости от количества всех
возможных решений полный перебор может потребовать экспоненциального
времени работы. В теории алгоритмов известны несколько широко применимых общих
концепций. Метод полного перебора является одной из них. Детальный обзор последних
работ [1,2] о псевдополиномиальных и экспоненциальных методах показывает, что важная 
задача о сумме подмножеств в теории сложности алгоритмов относится к основной из
трудных проблем класса NP-complete. В работах [3,4] предложены полиномиальные
алгоритмы решения задачи о сумме подмножеств. Однако в задаче перебора и задаче о
сумме подмножеств очень много нерешенных проблем. К этим проблемам можно отнести:
-существование мощности k подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑛𝑛;

-нахождение нижней и верхней границы мощности k;
-определение фиксированного значения мощности k;
-взаимосвязь между n и k;
-определение минимального значения мощности подмножества, получаемого при

расщеплении исходного множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 на подмножества.
Постановка задачи

Задача о сумме подмножеств формулируется в виде:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛,   𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁,                                                               (1)

где 𝑋𝑋𝑛𝑛 −множество целых четных и нечетных неотрицательных чисел, мощность 𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑛𝑛|, 
𝑥𝑥𝑖𝑖 < +∞, N-множество натуральных чисел с мощностью 𝑛𝑛 = |𝑁𝑁|, 𝑛𝑛 < +∞. Предполагается,
что 𝑆𝑆 − 𝑥𝑥𝑖𝑖 > 0, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁.

Параметризованной формой задачи (1) будем называть следующую задачу:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 1, 𝑖𝑖 ∈ 𝐾𝐾, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾, (2)

где 𝑋𝑋𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑘𝑘 = |𝑋𝑋𝑘𝑘|, 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛, K⊆N, k=|𝐾𝐾|, K –подмножество индексов всех выбранных 
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾-подмножество индексов всех остальных (невыбранных)
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛 подзадачи (2). Отметим, что задача (1) является частным случаем
задачи(2), когда подмножество 𝐾𝐾 = ∅.

Полиномиальный разрешимость NP-complete

                                    (1)

где Xn – множество целых четных и нечетных неотрицательных чисел, мощность n – [Xk],
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Введение
Любая задача из класса NP может быть решена полным перебором. При этом, даже

если вычисление целевой функции от каждого конкретного возможного решения задачи
может быть осуществлено за полиномиальное время, в зависимости от количества всех
возможных решений полный перебор может потребовать экспоненциального
времени работы. В теории алгоритмов известны несколько широко применимых общих
концепций. Метод полного перебора является одной из них. Детальный обзор последних
работ [1,2] о псевдополиномиальных и экспоненциальных методах показывает, что важная 
задача о сумме подмножеств в теории сложности алгоритмов относится к основной из
трудных проблем класса NP-complete. В работах [3,4] предложены полиномиальные
алгоритмы решения задачи о сумме подмножеств. Однако в задаче перебора и задаче о
сумме подмножеств очень много нерешенных проблем. К этим проблемам можно отнести:
-существование мощности k подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑛𝑛;

-нахождение нижней и верхней границы мощности k;
-определение фиксированного значения мощности k;
-взаимосвязь между n и k;
-определение минимального значения мощности подмножества, получаемого при

расщеплении исходного множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 на подмножества.
Постановка задачи

Задача о сумме подмножеств формулируется в виде:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁, (1)

где 𝑋𝑋𝑛𝑛 −множество целых четных и нечетных неотрицательных чисел, мощность 𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑛𝑛|, 
𝑥𝑥𝑖𝑖 < +∞, N-множество натуральных чисел с мощностью 𝑛𝑛 = |𝑁𝑁|, 𝑛𝑛 < +∞. Предполагается,
что 𝑆𝑆 − 𝑥𝑥𝑖𝑖 > 0, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁.

Параметризованной формой задачи (1) будем называть следующую задачу:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 1, 𝑖𝑖 ∈ 𝐾𝐾, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾, (2)

где 𝑋𝑋𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑘𝑘 = |𝑋𝑋𝑘𝑘|, 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛, K⊆N, k=|𝐾𝐾|, K –подмножество индексов всех выбранных 
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾-подмножество индексов всех остальных (невыбранных)
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛 подзадачи (2). Отметим, что задача (1) является частным случаем
задачи(2), когда подмножество 𝐾𝐾 = ∅.

Полиномиальный разрешимость NP-complete

, N-множество натуральных чисел с мощностью 
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Введение
Любая задача из класса NP может быть решена полным перебором. При этом, даже

если вычисление целевой функции от каждого конкретного возможного решения задачи
может быть осуществлено за полиномиальное время, в зависимости от количества всех
возможных решений полный перебор может потребовать экспоненциального
времени работы. В теории алгоритмов известны несколько широко применимых общих
концепций. Метод полного перебора является одной из них. Детальный обзор последних
работ [1,2] о псевдополиномиальных и экспоненциальных методах показывает, что важная 
задача о сумме подмножеств в теории сложности алгоритмов относится к основной из
трудных проблем класса NP-complete. В работах [3,4] предложены полиномиальные
алгоритмы решения задачи о сумме подмножеств. Однако в задаче перебора и задаче о
сумме подмножеств очень много нерешенных проблем. К этим проблемам можно отнести:
-существование мощности k подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑛𝑛;

-нахождение нижней и верхней границы мощности k;
-определение фиксированного значения мощности k;
-взаимосвязь между n и k;
-определение минимального значения мощности подмножества, получаемого при

расщеплении исходного множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 на подмножества.
Постановка задачи

Задача о сумме подмножеств формулируется в виде:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁, (1)

где 𝑋𝑋𝑛𝑛 −множество целых четных и нечетных неотрицательных чисел,  мощность 𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑛𝑛|, 
𝑥𝑥𝑖𝑖 < +∞, N-множество натуральных чисел с мощностью 𝑛𝑛 = |𝑁𝑁|, 𝑛𝑛 < +∞. Предполагается,
что 𝑆𝑆 − 𝑥𝑥𝑖𝑖 > 0, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁.

Параметризованной формой задачи (1) будем называть следующую задачу:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 1, 𝑖𝑖 ∈ 𝐾𝐾, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾, (2)

где 𝑋𝑋𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑘𝑘 = |𝑋𝑋𝑘𝑘|, 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛, K⊆N, k=|𝐾𝐾|, K –подмножество индексов всех выбранных 
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾-подмножество индексов всех остальных (невыбранных)
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛 подзадачи (2). Отметим, что задача (1) является частным случаем
задачи(2), когда подмножество 𝐾𝐾 = ∅.

Полиномиальный разрешимость NP-complete
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Введение
Любая задача из класса NP может быть решена полным перебором. При этом, даже

если вычисление целевой функции от каждого конкретного возможного решения задачи
может быть осуществлено за полиномиальное время, в зависимости от количества всех
возможных решений полный перебор может потребовать экспоненциального
времени работы. В теории алгоритмов известны несколько широко применимых общих
концепций. Метод полного перебора является одной из них. Детальный обзор последних
работ [1,2] о псевдополиномиальных и экспоненциальных методах показывает, что важная 
задача о сумме подмножеств в теории сложности алгоритмов относится к основной из
трудных проблем класса NP-complete. В работах [3,4] предложены полиномиальные
алгоритмы решения задачи о сумме подмножеств. Однако в задаче перебора и задаче о
сумме подмножеств очень много нерешенных проблем. К этим проблемам можно отнести:
-существование мощности k подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑛𝑛;

-нахождение нижней и верхней границы мощности k;
-определение фиксированного значения мощности k;
-взаимосвязь между n и k;
-определение минимального значения мощности подмножества, получаемого при

расщеплении исходного множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 на подмножества.
Постановка задачи

Задача о сумме подмножеств формулируется в виде:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁, (1)

где 𝑋𝑋𝑛𝑛 −множество целых четных и нечетных неотрицательных чисел, мощность 𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑛𝑛|, 
𝑥𝑥𝑖𝑖 < +∞, N-множество натуральных чисел с мощностью 𝑛𝑛 = |𝑁𝑁|, 𝑛𝑛 < +∞. Предполагается,
что 𝑆𝑆 − 𝑥𝑥𝑖𝑖 > 0, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁. 

Параметризованной формой задачи (1) будем называть следующую задачу:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 1, 𝑖𝑖 ∈ 𝐾𝐾, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾, (2)

где 𝑋𝑋𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑘𝑘 = |𝑋𝑋𝑘𝑘|, 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛, K⊆N, k=|𝐾𝐾|, K –подмножество индексов всех выбранных 
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾-подмножество индексов всех остальных (невыбранных)
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛 подзадачи (2). Отметим, что задача (1) является частным случаем
задачи(2), когда подмножество 𝐾𝐾 = ∅.

Полиномиальный разрешимость NP-complete
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Введение
Любая задача из класса NP может быть решена полным перебором. При этом, даже

если вычисление целевой функции от каждого конкретного возможного решения задачи
может быть осуществлено за полиномиальное время, в зависимости от количества всех
возможных решений полный перебор может потребовать экспоненциального
времени работы. В теории алгоритмов известны несколько широко применимых общих
концепций. Метод полного перебора является одной из них. Детальный обзор последних
работ [1,2] о псевдополиномиальных и экспоненциальных методах показывает, что важная 
задача о сумме подмножеств в теории сложности алгоритмов относится к основной из
трудных проблем класса NP-complete. В работах [3,4] предложены полиномиальные
алгоритмы решения задачи о сумме подмножеств. Однако в задаче перебора и задаче о
сумме подмножеств очень много нерешенных проблем. К этим проблемам можно отнести:
-существование мощности k подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑛𝑛;

-нахождение нижней и верхней границы мощности k;
-определение фиксированного значения мощности k;
-взаимосвязь между n и k;
-определение минимального значения мощности подмножества, получаемого при

расщеплении исходного множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 на подмножества.
Постановка задачи

Задача о сумме подмножеств формулируется в виде:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁, (1)

где 𝑋𝑋𝑛𝑛 −множество целых четных и нечетных неотрицательных чисел, мощность 𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑛𝑛|, 
𝑥𝑥𝑖𝑖 < +∞, N-множество натуральных чисел с мощностью 𝑛𝑛 = |𝑁𝑁|, 𝑛𝑛 < +∞. Предполагается,
что 𝑆𝑆 − 𝑥𝑥𝑖𝑖 > 0, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁.

Параметризованной формой задачи (1) будем называть следующую задачу:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 1, 𝑖𝑖 ∈ 𝐾𝐾, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁 ∖  𝐾𝐾, (2)

где 𝑋𝑋𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑘𝑘 = |𝑋𝑋𝑘𝑘|, 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛,   K⊆N, k=|𝐾𝐾|, K –подмножество индексов всех выбранных 
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾-подмножество индексов всех остальных (невыбранных)
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛 подзадачи (2). Отметим, что задача (1) является частным случаем
задачи(2), когда подмножество 𝐾𝐾 = ∅.
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 .                   (2)
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Введение
Любая задача из класса NP может быть решена полным перебором. При этом, даже

если вычисление целевой функции от каждого конкретного возможного решения задачи
может быть осуществлено за полиномиальное время, в зависимости от количества всех
возможных решений полный перебор может потребовать экспоненциального
времени работы. В теории алгоритмов известны несколько широко применимых общих
концепций. Метод полного перебора является одной из них. Детальный обзор последних
работ [1,2] о псевдополиномиальных и экспоненциальных методах показывает, что важная 
задача о сумме подмножеств в теории сложности алгоритмов относится к основной из
трудных проблем класса NP-complete. В работах [3,4] предложены полиномиальные
алгоритмы решения задачи о сумме подмножеств. Однако в задаче перебора и задаче о
сумме подмножеств очень много нерешенных проблем. К этим проблемам можно отнести:
-существование мощности k подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑛𝑛;

-нахождение нижней и верхней границы мощности k;
-определение фиксированного значения мощности k;
-взаимосвязь между n и k;
-определение минимального значения мощности подмножества, получаемого при

расщеплении исходного множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 на подмножества.
Постановка задачи

Задача о сумме подмножеств формулируется в виде:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁, (1)

где 𝑋𝑋𝑛𝑛 −множество целых четных и нечетных неотрицательных чисел, мощность 𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑛𝑛|, 
𝑥𝑥𝑖𝑖 < +∞, N-множество натуральных чисел с мощностью 𝑛𝑛 = |𝑁𝑁|, 𝑛𝑛 < +∞. Предполагается,
что 𝑆𝑆 − 𝑥𝑥𝑖𝑖 > 0, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁.

Параметризованной формой задачи (1) будем называть следующую задачу:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 1, 𝑖𝑖 ∈ 𝐾𝐾, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾, (2)

где 𝑋𝑋𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑘𝑘 = |𝑋𝑋𝑘𝑘|, 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛,   K⊆N, k=|𝐾𝐾|, K –подмножество индексов всех выбранных 
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛,  𝑁𝑁 ∖  𝐾𝐾-подмножество индексов всех остальных (невыбранных)
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛 подзадачи (2). Отметим, что задача (1) является частным случаем
задачи(2), когда подмножество 𝐾𝐾 = ∅.

Полиномиальный разрешимость NP-complete

, K – подмножество индексов всех выбранных переменных 
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Введение
Любая задача из класса NP может быть решена полным перебором. При этом, даже

если вычисление целевой функции от каждого конкретного возможного решения задачи
может быть осуществлено за полиномиальное время, в зависимости от количества всех
возможных решений полный перебор может потребовать экспоненциального
времени работы. В теории алгоритмов известны несколько широко применимых общих
концепций. Метод полного перебора является одной из них. Детальный обзор последних
работ [1,2] о псевдополиномиальных и экспоненциальных методах показывает, что важная 
задача о сумме подмножеств в теории сложности алгоритмов относится к основной из
трудных проблем класса NP-complete. В работах [3,4] предложены полиномиальные
алгоритмы решения задачи о сумме подмножеств. Однако в задаче перебора и задаче о
сумме подмножеств очень много нерешенных проблем. К этим проблемам можно отнести:
-существование мощности k подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑛𝑛;

-нахождение нижней и верхней границы мощности k;
-определение фиксированного значения мощности k;
-взаимосвязь между n и k;
-определение минимального значения мощности подмножества, получаемого при

расщеплении исходного множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 на подмножества.
Постановка задачи

Задача о сумме подмножеств формулируется в виде:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁, (1)

где 𝑋𝑋𝑛𝑛 −множество целых четных и нечетных неотрицательных чисел, мощность 𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑛𝑛|, 
𝑥𝑥𝑖𝑖 < +∞, N-множество натуральных чисел с мощностью 𝑛𝑛 = |𝑁𝑁|, 𝑛𝑛 < +∞. Предполагается,
что 𝑆𝑆 − 𝑥𝑥𝑖𝑖 > 0, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁.

Параметризованной формой задачи (1) будем называть следующую задачу:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘
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Введение
Любая задача из класса NP может быть решена полным перебором. При этом, даже

если вычисление целевой функции от каждого конкретного возможного решения задачи
может быть осуществлено за полиномиальное время, в зависимости от количества всех
возможных решений полный перебор может потребовать экспоненциального
времени работы. В теории алгоритмов известны несколько широко применимых общих
концепций. Метод полного перебора является одной из них. Детальный обзор последних
работ [1,2] о псевдополиномиальных и экспоненциальных методах показывает, что важная 
задача о сумме подмножеств в теории сложности алгоритмов относится к основной из
трудных проблем класса NP-complete. В работах [3,4] предложены полиномиальные
алгоритмы решения задачи о сумме подмножеств. Однако в задаче перебора и задаче о
сумме подмножеств очень много нерешенных проблем. К этим проблемам можно отнести:
-существование мощности k подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑛𝑛;

-нахождение нижней и верхней границы мощности k;
-определение фиксированного значения мощности k;
-взаимосвязь между n и k;
-определение минимального значения мощности подмножества, получаемого при

расщеплении исходного множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 на подмножества.
Постановка задачи

Задача о сумме подмножеств формулируется в виде:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁, (1)

где 𝑋𝑋𝑛𝑛 −множество целых четных и нечетных неотрицательных чисел, мощность 𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑛𝑛|, 
𝑥𝑥𝑖𝑖 < +∞, N-множество натуральных чисел с мощностью 𝑛𝑛 = |𝑁𝑁|, 𝑛𝑛 < +∞. Предполагается,
что 𝑆𝑆 − 𝑥𝑥𝑖𝑖 > 0, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁.

Параметризованной формой задачи (1) будем называть следующую задачу:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 1, 𝑖𝑖 ∈ 𝐾𝐾, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾, (2)

где 𝑋𝑋𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑘𝑘 = |𝑋𝑋𝑘𝑘|, 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛, K⊆N, k=|𝐾𝐾|, K –подмножество индексов всех выбранных 
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾-подмножество индексов всех остальных (невыбранных)
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛 подзадачи (2). Отметим, что задача (1) является частным случаем
задачи(2), когда подмножество 𝐾𝐾 = ∅.

Полиномиальный разрешимость NP-complete

 подзадачи (2). 
Отметим, что задача (1) является частным случаем задачи (2), когда подмножество 
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Полиномиальный разрешимость NP-complete 
Известно много разных обобщений классической проблемы Варинга[5] для полиномов. Мы будем 

подразумевать под проблемой Варинга для полиномов следующую задачу:  для данного натурального 
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числа n найти минимальное число k=k(n), для которого любой полином  может быть представлен 
в виде , где . При решении проблемы Варинга достаточно ограничиться 
случаем  Действительно, если  и -произвольный 

полином, то =  Тождество  
показывает, что k(2)=2. 

Лемма1. Если множество   с заданной мощностью  то  существует некоторый сертификат, 
представимый в виде  с элементами из подмножества  мощности  (
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-взаимосвязь между n и k;
-определение минимального значения мощности подмножества, получаемого при

расщеплении исходного множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 на подмножества.
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удовлетворяющей неравенствам: 

                                         (3)
Доказательство. Представим эквивалентную задаче(1) полиномиальную постановку задачи о сумме 

подмножеств:  необходимо найти подмножество 
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расщеплении исходного множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 на подмножества.
Постановка задачи

Задача о сумме подмножеств формулируется в виде:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁, (1)

где 𝑋𝑋𝑛𝑛 −множество целых четных и нечетных неотрицательных чисел, мощность 𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑛𝑛|, 
𝑥𝑥𝑖𝑖 < +∞, N-множество натуральных чисел с мощностью 𝑛𝑛 = |𝑁𝑁|, 𝑛𝑛 < +∞. Предполагается,
что 𝑆𝑆 − 𝑥𝑥𝑖𝑖 > 0, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁.

Параметризованной формой задачи (1) будем называть следующую задачу:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 1, 𝑖𝑖 ∈ 𝐾𝐾, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾, (2)

где 𝑋𝑋𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑘𝑘 = |𝑋𝑋𝑘𝑘|, 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛, K⊆N, k=|𝐾𝐾|, K –подмножество индексов всех выбранных 
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾-подмножество индексов всех остальных (невыбранных)
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛 подзадачи (2). Отметим, что задача (1) является частным случаем
задачи(2), когда подмножество 𝐾𝐾 = ∅.

Полиномиальный разрешимость NP-complete

  с сертификатом , равным второму 
коэффициенту  полинома

,                                                                (4)
удовлетворяющего следующим соотношениям:

                                                                                              (5)

где известный полином  степени n с заданными коэффициентами,                                                                                            
= , .                                           (6)

Коэффициенты полинома(6) находятся основе теоремы Виета, корнями которого являются элементы 

. Полином  находится на основе соотношения(5)
= .                             (7)

Коэффициенты полинома(7) определяются на  основе деления полинома  на полином  с 
применением алгоритма Евклида.

Согласно проблеме Варинга для полиномов и теореме Неймана-Слейтера [19] существует полином 
= , где  –полиномы степени  которые формируются на 

основе полинома с разными знаками коэффициентов. В силу произвольности этого полинома  
мы можем подобрать полином 

 =                                                                                                        (8)
степени  причем второй коэффициент  полинома , а в силу теоремы Виета величина 

 . Здесь важным является то, что этот коэффициент   состоит из  произвольных 
элементов множества  Последнее показывает существование подмножества  мощности  из 
множества  мощности n.  Эти  мощности  n  удовлетворяют неравенствам(3). 

Задача о сумме подмножеств требует решения вопроса о существовании сертификата  в виде суммы 
с ограниченным (минимальным) числом элементов. Классическая проблема Варинга заключается 
в том, чтобы для данного натурального числа n найти минимальное число k=k(n), для которого любое 
натуральное число m может быть представлено в виде , где  –
целые неотрицательные числа. Эта проблема Варинга была доказана Д. Гильбертом в 1909 году.

Лемма2. Пусть существуют параметр , число  и элементы  из множества
 Тогда  для задачи(1) найдутся сертификат  и подмножество  мощности  (
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Введение
Любая задача из класса NP может быть решена полным перебором. При этом, даже

если вычисление целевой функции от каждого конкретного возможного решения задачи
может быть осуществлено за полиномиальное время, в зависимости от количества всех
возможных решений полный перебор может потребовать экспоненциального
времени работы. В теории алгоритмов известны несколько широко применимых общих
концепций. Метод полного перебора является одной из них. Детальный обзор последних
работ [1,2] о псевдополиномиальных и экспоненциальных методах показывает, что важная 
задача о сумме подмножеств в теории сложности алгоритмов относится к основной из
трудных проблем класса NP-complete. В работах [3,4] предложены полиномиальные
алгоритмы решения задачи о сумме подмножеств. Однако в задаче перебора и задаче о
сумме подмножеств очень много нерешенных проблем. К этим проблемам можно отнести:
-существование мощности k подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑛𝑛;

-нахождение нижней и верхней границы мощности k;
-определение фиксированного значения мощности k;
-взаимосвязь между n и k;
-определение минимального значения мощности подмножества, получаемого при

расщеплении исходного множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 на подмножества.
Постановка задачи

Задача о сумме подмножеств формулируется в виде:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁, (1)

где 𝑋𝑋𝑛𝑛 −множество целых четных и нечетных неотрицательных чисел, мощность 𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑛𝑛|, 
𝑥𝑥𝑖𝑖 < +∞, N-множество натуральных чисел с мощностью 𝑛𝑛 = |𝑁𝑁|, 𝑛𝑛 < +∞. Предполагается,
что 𝑆𝑆 − 𝑥𝑥𝑖𝑖 > 0, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁.

Параметризованной формой задачи (1) будем называть следующую задачу:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 1, 𝑖𝑖 ∈ 𝐾𝐾, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾, (2)

где 𝑋𝑋𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑘𝑘 = |𝑋𝑋𝑘𝑘|, 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛, K⊆N, k=|𝐾𝐾|, K –подмножество индексов всех выбранных 
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾-подмножество индексов всех остальных (невыбранных)
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛 подзадачи (2). Отметим, что задача (1) является частным случаем
задачи(2), когда подмножество 𝐾𝐾 = ∅.

Полиномиальный разрешимость NP-complete

),  сумма 
элементов которого равна  

Доказательство. Согласно классической гипотезе Варинга справедливо
                                                                                (9)

 Далее воспользуемся известными неравенствами:  

.                                    (10)

 Если заменить элементы    в равенстве(9) на   при учете неравенства 
так как  Тогда с учетом неравенств(10)  получим

.                                                                                  (11)

числа n найти минимальное число k=k(n), для которого любой полином 𝑔𝑔 ∈ 𝐶𝐶[𝑥𝑥] может 
быть представлен в виде 𝑔𝑔 = 𝑓𝑓1

𝑛𝑛 + 𝑓𝑓2
𝑛𝑛 + ⋯ + 𝑓𝑓𝑘𝑘

𝑛𝑛, где 𝑓𝑓𝑖𝑖
𝑛𝑛 ∈ 𝐶𝐶[𝑥𝑥]. При решении проблемы 

Варинга достаточно ограничиться случаем 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥. Действительно, если 𝑥𝑥 = 𝑓𝑓1
𝑛𝑛(𝑥𝑥) +

𝑓𝑓2
𝑛𝑛(𝑥𝑥) + ⋯ + 𝑓𝑓𝑘𝑘

𝑛𝑛(𝑥𝑥) и ℎ(𝑥𝑥)-произвольный полином, то ℎ(𝑥𝑥)= 𝑓𝑓1
𝑛𝑛(ℎ(𝑥𝑥)) + 𝑓𝑓2

𝑛𝑛(ℎ(𝑥𝑥)) + ⋯ +
𝑓𝑓𝑘𝑘

𝑛𝑛(ℎ(𝑥𝑥)). Тождество (𝑥𝑥 + 1
4)

2
− (𝑥𝑥 − 1

4)
2

= 𝑥𝑥 показывает, что k(2)=2.  
Лемма1. Если множество 𝑋𝑋𝑛𝑛  с заданной мощностью 𝑛𝑛, то  существует некоторый 

сертификат, представимый в виде �̃�𝑆  = 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑥𝑘𝑘 с элементами из подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 
мощности 𝑘𝑘 ( 𝑋𝑋𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑛𝑛), удовлетворяющей неравенствам:  

𝑛𝑛 ≥ 3, 𝑘𝑘(𝑛𝑛) ≥ 3 ∨ 𝑛𝑛 > 3, 𝑘𝑘(𝑛𝑛) ≤ 𝑛𝑛 < 𝑘𝑘2(𝑛𝑛) − 𝑘𝑘(𝑛𝑛).             (3) 
Доказательство. Представим эквивалентную задаче(1) полиномиальную постановку 

задачи о сумме подмножеств:  необходимо найти подмножество 𝑋𝑋𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑛𝑛  с сертификатом 
𝑆𝑆 = ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 , равным второму коэффициенту 𝑎𝑎1 полинома 

𝑎𝑎𝑘𝑘(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑘𝑘 − 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑘𝑘−1 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥𝑘𝑘−2 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑘𝑘,             (4) 
удовлетворяющего следующим соотношениям: 

𝑎𝑎𝑘𝑘(𝑥𝑥)𝑏𝑏𝑛𝑛−𝑘𝑘(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑛𝑛(𝑥𝑥),         (5) 
где известный полином 𝑐𝑐𝑛𝑛(𝑥𝑥) степени n с заданными коэффициентами,                                            

𝑐𝑐𝑛𝑛(𝑥𝑥)=𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑄𝑄𝑥𝑥𝑛𝑛−1 + 𝑐𝑐2𝑥𝑥𝑛𝑛−2 + ⋯ + 𝑐𝑐𝑛𝑛, 𝑄𝑄 = ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 .                        (6) 

Коэффициенты полинома(6) находятся основе теоремы Виета, корнями которого 
являются элементы 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛. Полином 𝑏𝑏𝑛𝑛−𝑘𝑘(𝑥𝑥) находится на основе соотношения(5) 

𝑏𝑏𝑛𝑛−𝑘𝑘(𝑥𝑥)=𝑥𝑥𝑛𝑛−𝑘𝑘 − (𝑄𝑄 − 𝑆𝑆)𝑥𝑥𝑛𝑛−𝑘𝑘−1 + 𝑏𝑏2𝑥𝑥𝑛𝑛−𝑘𝑘−2 + ⋯ + 𝑏𝑏𝑛𝑛−𝑘𝑘.                  (7) 
Коэффициенты полинома(7) определяются на  основе деления полинома 𝑐𝑐𝑛𝑛(𝑥𝑥) на 

полином 𝑎𝑎𝑘𝑘(𝑥𝑥) с применением алгоритма Евклида. 
Согласно проблеме Варинга для полиномов и теореме Неймана-Слейтера [19] 

существует полином ℎ(𝑥𝑥)= 𝑓𝑓1
𝑛𝑛(ℎ(𝑥𝑥)) + 𝑓𝑓2

𝑛𝑛(ℎ(𝑥𝑥)) + ⋯ + 𝑓𝑓𝑘𝑘
𝑛𝑛(ℎ(𝑥𝑥)), где 𝑓𝑓𝑖𝑖

𝑛𝑛 –полиномы 
степени 𝑛𝑛, которые формируются на основе полинома 𝑐𝑐𝑛𝑛(𝑥𝑥) с разными знаками 
коэффициентов. В силу произвольности этого полинома ℎ(𝑥𝑥) мы можем подобрать 
полином  

𝑎𝑎𝑘𝑘(𝑥𝑥)= ℎ𝑘𝑘(𝑥𝑥)     (8) 
степени 𝑘𝑘, причем второй коэффициент ℎ1 = −𝑆𝑆 полинома  ℎ𝑘𝑘(𝑥𝑥), а в силу теоремы 

Виета величина 𝑆𝑆 = 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑥𝑘𝑘 . Здесь важным является то, что этот коэффициент  ℎ1 
состоит из 𝑘𝑘 произвольных элементов множества 𝑋𝑋𝑛𝑛. Последнее показывает существование 
подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 мощности 𝑘𝑘 из множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 мощности n.  Эти  мощности 𝑘𝑘, n  
удовлетворяют неравенствам(3).  

Задача о сумме подмножеств требует решения вопроса о существовании сертификата 𝑆𝑆 
в виде суммы с ограниченным (минимальным) числом элементов. Классическая проблема 
Варинга заключается в том, чтобы для данного натурального числа n найти минимальное 
число k=k(n), для которого любое натуральное число m может быть представлено в виде 
𝑚𝑚 = 𝑚𝑚1

𝑛𝑛 + 𝑚𝑚2
𝑛𝑛 + ⋯ + 𝑚𝑚𝑘𝑘

𝑛𝑛, где 𝑚𝑚1, 𝑚𝑚2, … , 𝑚𝑚𝑘𝑘 –целые неотрицательные числа. Эта проблема 
Варинга была доказана Д. Гильбертом в 1909 году. 

Лемма2. Пусть существуют параметр 𝑘𝑘, число 𝑚𝑚 = 𝑥𝑥1
𝑛𝑛 + 𝑥𝑥2

𝑛𝑛 + ⋯ + 𝑥𝑥𝑘𝑘    
𝑛𝑛  и элементы 𝑥𝑥𝑖𝑖 из 

множества  𝑋𝑋𝑛𝑛. Тогда  для задачи(1) найдутся сертификат 𝑆𝑆 < 𝑚𝑚   и подмножество 𝑋𝑋𝑘𝑘 
мощности 𝑘𝑘 ( 𝑋𝑋𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑛𝑛),  сумма элементов которого равна   𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝑆𝑆.  

Доказательство. Согласно классической гипотезе Варинга справедливо 
𝑚𝑚/𝑘𝑘 = (𝑥𝑥1

𝑛𝑛 + 𝑥𝑥2
𝑛𝑛 + ⋯ + 𝑥𝑥𝑘𝑘

𝑛𝑛)/𝑘𝑘.                                               (9)
 Далее воспользуемся известными неравенствами:  

𝑥𝑥1
𝑛𝑛+𝑥𝑥2

𝑛𝑛+⋯+𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑛𝑛 ≥ 𝑥𝑥1𝑥𝑥2 … 𝑥𝑥𝑛𝑛 ,   𝑥𝑥1+𝑥𝑥2+⋯+𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑛𝑛 ≥ (𝑥𝑥1𝑥𝑥2 … 𝑥𝑥𝑛𝑛)

1
𝑛𝑛.     (10) 

 Если заменить элементы 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑛𝑛  в равенстве(9) на  𝑥𝑥𝑖𝑖

1/𝑛𝑛 при учете неравенства

(𝑥𝑥1𝑥𝑥2 … 𝑥𝑥𝑘𝑘)1/𝑘𝑘 ≥ (𝑥𝑥1𝑥𝑥2 … 𝑥𝑥𝑘𝑘)
1
𝑛𝑛, так как 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛. Тогда с учетом неравенств(10)  получим 
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Из неравенства(11) имеем, что . Это показывает, что найдется  
подмножество  состоящее из   элементов, причем их сумма  

Полученный результат коррелирует с классической проблемой Варинга в теории чисел. В работах [6] и 
[3,4] найдены интервалы изменения мощности подмножества 

(12)
соответственно.
Предложенные леммы позволяют определить значение мощности подмножества  при 

заданной мощности n множества  и сертификате  Найденные интервалы изменения мощности 
 ( ) имеют важное значение при решении задачи о сумме 

подмножеств (1)-(2). 
Действительно, найдены уточненные пределы изменения мощности  подмножества 

УДК 615.035.4

Синчев Б.

Международный университет информационных технологий, Алматы, Казахстан

О ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ КЛАССА NP-COMPLETE

Аннотация. В множестве четных и нечетных неотрицательных целых чисел Xn

мощности n найти подмножество Xk ⊆ Xn мощности k = |Xk|, сумма элементов которого
равна сертификату S. Поставленная задача относится к классу NP-complete. Доказаны 
леммы о полиномиальной разрешимости задачи о сумме подмножеств Xk с мощностью k,
удовлетворяющей условиям n ≥ 3, k(n) ≥ 3 ∨ n > 3, k(n) ≤ n < k2(n) − k(n) и найдено
фиксированное значение мощности k из выше приведенного интервала. Предлагаемый
полиномиальный метод решения задачи о сумме подмножеств обеспечивает решение
других проблем класса NP-complete с помощью сводящих функций и справедливость
равенства классов P = NP на базе известной теоремы: если некоторая NP-полная задача
разрешима за полиномиальное время, то P = NP.

Ключевые слова: класс NP-complete, полиномиальная разрешимость, задача о сумме
подмножеств

Введение
Любая задача из класса NP может быть решена полным перебором. При этом, даже

если вычисление целевой функции от каждого конкретного возможного решения задачи
может быть осуществлено за полиномиальное время, в зависимости от количества всех
возможных решений полный перебор может потребовать экспоненциального
времени работы. В теории алгоритмов известны несколько широко применимых общих
концепций. Метод полного перебора является одной из них. Детальный обзор последних
работ [1,2] о псевдополиномиальных и экспоненциальных методах показывает, что важная 
задача о сумме подмножеств в теории сложности алгоритмов относится к основной из
трудных проблем класса NP-complete. В работах [3,4] предложены полиномиальные
алгоритмы решения задачи о сумме подмножеств. Однако в задаче перебора и задаче о
сумме подмножеств очень много нерешенных проблем. К этим проблемам можно отнести:
-существование мощности k подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑛𝑛;

-нахождение нижней и верхней границы мощности k;
-определение фиксированного значения мощности k;
-взаимосвязь между n и k;
-определение минимального значения мощности подмножества, получаемого при

расщеплении исходного множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 на подмножества.
Постановка задачи

Задача о сумме подмножеств формулируется в виде:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁, (1)

где 𝑋𝑋𝑛𝑛 −множество целых четных и нечетных неотрицательных чисел, мощность 𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑛𝑛|, 
𝑥𝑥𝑖𝑖 < +∞, N-множество натуральных чисел с мощностью 𝑛𝑛 = |𝑁𝑁|, 𝑛𝑛 < +∞. Предполагается,
что 𝑆𝑆 − 𝑥𝑥𝑖𝑖 > 0, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁.

Параметризованной формой задачи (1) будем называть следующую задачу:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 1, 𝑖𝑖 ∈ 𝐾𝐾, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾, (2)

где 𝑋𝑋𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑘𝑘 = |𝑋𝑋𝑘𝑘|, 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛, K⊆N, k=|𝐾𝐾|, K –подмножество индексов всех выбранных 
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾-подмножество индексов всех остальных (невыбранных)
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛 подзадачи (2). Отметим, что задача (1) является частным случаем
задачи(2), когда подмножество 𝐾𝐾 = ∅.

Полиномиальный разрешимость NP-complete

 по 
сравнению с ранее полученными интервалами  

В частности, из лемм получаем, что при n =1024 мощность  принадлежит интервалу , 
что несравнимо с интервалами , следующих из (12). В этом случае  длина 
входных данных  удовлетворяет неравенству . Данный интервал позволяет разбить 
исходное множество на подмножества меньшей размерности на основе метода «разделяй и властвуй». 
При этом наименьшая размерность подмножества может быть равна 32. Тем самым, мы  показали  способ 
разбиения множества  на подмножества     с определением мощности k.

Предложенные леммы позволили решить поставленные проблемы во введении, причем
                            (13)

Однако эти леммы не дают окончательного определения фиксированного значения мощности 
подмножества  поставленной задачи(1). Поэтому для окончательного определения фиксированного 
значения мощности  подмножества  воспользуемся алгеброй полиномов[7]. 

При нахождении корней полинома   используется классическое преобразование
                                                                                                            (14)

для перевода полинома   в полином   с другим аргументом, аналогично может быть 
использовано преобразование(14) для полиномов  в виде

,                                                                                             (15)
соответственно.              
Из (14), (15) на основе формул (4-8) имеем 

,                                                                                                           (16)
                                                                                         (17)

Лемма3. Если , то мощность  подмножества  из множества  с заданной мощностью 
n определяется следующим образом:

   (18)

Доказательство. Применение теоремы Чолша[5]  и формул(16-17) позволяют найти фиксированное 
значение мощности  подмножества  по формулам(18) на основе соотношения (5) и интервалов(13).

Примечание. 1. Совместное использование отображения   из [3]  и преобразования(15) 
позволяет снизить мощность  на единицу. 2. Если  тогда в лемме сертификат  заменяется 
на величину   при  этом  должны выполняться  условия 
и тем самым облегчается решение поставленной задачи(1). 3. Теорема Чолша гласит: пусть корни
полиномов    и   лежат в кругах   и , радиусы которых равны   и , а центры находятся в 
точках   и  Тогда все корни произвольного полинома   лежат либо в   либо  либо 

в круге  радиуса  с центром в точке , где , Здесь 
   

𝑥𝑥1+𝑥𝑥2+⋯+𝑥𝑥𝑘𝑘
𝑘𝑘 ≥ (𝑥𝑥1𝑥𝑥2 … 𝑥𝑥𝑘𝑘)1/𝑘𝑘.                  (11) 

Из неравенства(11) имеем, что 𝑆𝑆
𝑘𝑘 = 𝑥𝑥1+𝑥𝑥2+⋯+𝑥𝑥𝑘𝑘

𝑘𝑘 ≥ (𝑥𝑥1𝑥𝑥2 … 𝑥𝑥𝑘𝑘)
1
𝑘𝑘. Это показывает, что 

найдется  подмножество 𝑋𝑋𝑘𝑘, состоящее из  𝑘𝑘 элементов, причем их сумма  𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + ⋯ +
𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝑆𝑆. 

Полученный результат коррелирует с классической проблемой Варинга в теории чисел. 
В работах [6] и [3,4] найдены интервалы изменения мощности  𝑘𝑘  подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 

0 ≤  𝑘𝑘  ≤ 𝑛𝑛/2,  0 ≤  𝑘𝑘  ≤ 𝑛𝑛/4                            (12) 
соответственно. 
Предложенные леммы позволяют определить значение мощности  𝑘𝑘  подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘  

при заданной мощности n множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 и сертификате 𝑆𝑆. Найденные интервалы изменения 
мощности 𝑘𝑘 (𝑘𝑘(𝑛𝑛) ≥ 3  ∨   𝑘𝑘(𝑛𝑛) ≤ 𝑛𝑛 < 𝑘𝑘2(𝑛𝑛) − 𝑘𝑘(𝑛𝑛)) имеют важное значение при решении 
задачи о сумме подмножеств (1)-(2). 

Действительно, найдены уточненные пределы изменения мощности 𝑘𝑘 подмножества 
𝑋𝑋𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑛𝑛 по сравнению с ранее полученными интервалами (12).  

В частности, из лемм получаем, что при n =1024 мощность 𝑘𝑘 принадлежит интервалу 
3 ≤ 𝑘𝑘 < 32, что несравнимо с интервалами 0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 512,  0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 256, следующих из (12). 
В этом случае  длина входных данных 𝑛𝑛 удовлетворяет неравенству 32 ≤ 𝑛𝑛 ≤ 998. Данный 
интервал позволяет разбить исходное множество на подмножества меньшей размерности 
на основе метода «разделяй и властвуй». При этом наименьшая размерность подмножества 
может быть равна 32. Тем самым, мы  показали  способ разбиения множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 на 
подмножества   𝑋𝑋𝑘𝑘  с определением мощности k. 

Предложенные леммы позволили решить поставленные проблемы во введении, причем 
𝑛𝑛 ≥ 3, 𝑘𝑘(𝑛𝑛) ≥ 3  ∨   𝑛𝑛 > 3, 𝑘𝑘(𝑛𝑛) ≤ 𝑛𝑛 < 𝑘𝑘2(𝑛𝑛) − 𝑘𝑘(𝑛𝑛).              (13) 

Однако эти леммы не дают окончательного определения фиксированного значения 
мощности 𝑘𝑘 подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 поставленной задачи(1). Поэтому для окончательного 
определения фиксированного значения мощности 𝑘𝑘 подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 воспользуемся 
алгеброй полиномов[7]. 

При нахождении корней полинома 𝑐𝑐𝑛𝑛(𝑥𝑥)  используется классическое преобразование 
𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐1/𝑛𝑛                            (14) 

для перевода полинома 𝑐𝑐𝑛𝑛(𝑥𝑥)  в полином 𝑐𝑐𝑛𝑛(𝑦𝑦)  с другим аргументом, аналогично может 
быть использовано преобразование(14) для полиномов 𝑎𝑎𝑘𝑘(𝑥𝑥), 𝑏𝑏𝑛𝑛−𝑘𝑘(𝑥𝑥) в виде 

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 − 𝑎𝑎1
𝑘𝑘 , 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 − 𝑏𝑏1

𝑛𝑛−𝑘𝑘                                   (15) 
соответственно.                       
Из (14), (15) на основе формул (4-8) имеем 

𝑥𝑥𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎ℎ𝑚𝑚
с = 𝑄𝑄/𝑛𝑛,                                                (16) 

𝑥𝑥𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎ℎ𝑚𝑚
𝑎𝑎 = 𝑆𝑆

𝑘𝑘 ,   𝑥𝑥𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎ℎ𝑚𝑚
𝑏𝑏 = 𝑄𝑄−𝑆𝑆

𝑛𝑛−𝑘𝑘.                             (17) 
Лемма3. Если  𝑆𝑆 ≤ 𝑄𝑄 − 𝑆𝑆, то мощность 𝑘𝑘 подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 из множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 с заданной 

мощностью n определяется следующим образом: 
𝑘𝑘 = [𝑆𝑆/𝑥𝑥𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎ℎ𝑚𝑚

с ] ∨ 𝑘𝑘 = [ 𝑆𝑆
𝑥𝑥𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎ℎ𝑚𝑚

с ] + 1 ⋀  𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘                         (18) 

Доказательство. Применение теоремы Чолша[5]  и формул(16-17) позволяют найти 
фиксированное значение мощности 𝑘𝑘 подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 по формулам(18) на основе 
соотношения (5) и интервалов(13). 

Примечание. 1. Совместное использование отображения 𝜏𝜏 = (𝑆𝑆 − 𝑥𝑥)𝑥𝑥  из [3]  и 
преобразования(15) позволяет снизить мощность   𝑘𝑘(𝑛𝑛) на единицу. 2. Если 𝑆𝑆 > 𝑄𝑄 − 𝑆𝑆, 
тогда в лемме сертификат 𝑆𝑆 заменяется на величину 𝑄𝑄 − 𝑆𝑆,  при  этом  должны выполняться  
условия 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 < 𝑘𝑘, 𝑄𝑄 − 𝑆𝑆 − 𝑥𝑥𝑎𝑎 > 0, 𝑥𝑥𝑎𝑎 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁, и тем самым облегчается решение 
поставленной задачи(1).     3. Теорема Чолша гласит: пусть корни полиномов  𝑓𝑓1  и 𝑓𝑓2  лежат 
в кругах 𝐾𝐾1  и 𝐾𝐾2, радиусы которых равны 𝑟𝑟1  и 𝑟𝑟2, а центры находятся в точках 𝑐𝑐1  и 𝑐𝑐2. 
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Заключение
Сделаем вывод, хотя вопрос о равенстве классов P и NP до сих пор не решен, многие ученые склонны 

считать, что они не равны. Это утверждение справедливо для поставленной Куком знаменитой задачи, в 
которой время работы проверочного алгоритма всегда меньше времени работы решающего алгоритма для 
задачи о сумме подмножеств. 

Предложены леммы о полиномиальной разрешимости задачи о сумме подмножеств. Особо отметим, 
что предлагаемый метод решения задачи о сумме подмножеств не разделяет на проверочные и решающие 
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NP-complete сыныптың полиномиялық шешімі туралы

Аңдатпа. N кардиналының Xn жұп және тақ теріс емес бүтін сандарының жиынтығында элементтерінің 
қосындысы S сертификатына тең болатын K=[Xk] нықталғандықтың Xk
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Аннотация. В множестве четных и нечетных неотрицательных целых чисел Xn

мощности n найти подмножество Xk ⊆ Xn мощности k = |Xk|, сумма элементов которого
равна сертификату S. Поставленная задача относится к классу NP-complete. Доказаны 
леммы о полиномиальной разрешимости задачи о сумме подмножеств Xk с мощностью k,
удовлетворяющей условиям n ≥ 3, k(n) ≥ 3 ∨ n > 3, k(n) ≤ n < k2(n) − k(n) и найдено
фиксированное значение мощности k из выше приведенного интервала. Предлагаемый
полиномиальный метод решения задачи о сумме подмножеств обеспечивает решение
других проблем класса NP-complete с помощью сводящих функций и справедливость
равенства классов P = NP на базе известной теоремы: если некоторая NP-полная задача
разрешима за полиномиальное время, то P = NP.
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Введение
Любая задача из класса NP может быть решена полным перебором. При этом, даже

если вычисление целевой функции от каждого конкретного возможного решения задачи
может быть осуществлено за полиномиальное время, в зависимости от количества всех
возможных решений полный перебор может потребовать экспоненциального
времени работы. В теории алгоритмов известны несколько широко применимых общих
концепций. Метод полного перебора является одной из них. Детальный обзор последних
работ [1,2] о псевдополиномиальных и экспоненциальных методах показывает, что важная 
задача о сумме подмножеств в теории сложности алгоритмов относится к основной из
трудных проблем класса NP-complete. В работах [3,4] предложены полиномиальные
алгоритмы решения задачи о сумме подмножеств. Однако в задаче перебора и задаче о
сумме подмножеств очень много нерешенных проблем. К этим проблемам можно отнести:
-существование мощности k подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑛𝑛;

-нахождение нижней и верхней границы мощности k;
-определение фиксированного значения мощности k;
-взаимосвязь между n и k;
-определение минимального значения мощности подмножества, получаемого при

расщеплении исходного множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 на подмножества.
Постановка задачи

Задача о сумме подмножеств формулируется в виде:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁, (1)

где 𝑋𝑋𝑛𝑛 −множество целых четных и нечетных неотрицательных чисел, мощность 𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑛𝑛|, 
𝑥𝑥𝑖𝑖 < +∞, N-множество натуральных чисел с мощностью 𝑛𝑛 = |𝑁𝑁|, 𝑛𝑛 < +∞. Предполагается,
что 𝑆𝑆 − 𝑥𝑥𝑖𝑖 > 0, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁.

Параметризованной формой задачи (1) будем называть следующую задачу:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 1, 𝑖𝑖 ∈ 𝐾𝐾, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾, (2)

где 𝑋𝑋𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑘𝑘 = |𝑋𝑋𝑘𝑘|, 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛, K⊆N, k=|𝐾𝐾|, K –подмножество индексов всех выбранных 
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾-подмножество индексов всех остальных (невыбранных)
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛 подзадачи (2). Отметим, что задача (1) является частным случаем
задачи(2), когда подмножество 𝐾𝐾 = ∅.

Полиномиальный разрешимость NP-complete

Xn ішкі жиынын табыңыз. 
Қойылған мәселе NP толық сыныпқа жатады. Леммалар 
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Введение
Любая задача из класса NP может быть решена полным перебором. При этом, даже

если вычисление целевой функции от каждого конкретного возможного решения задачи
может быть осуществлено за полиномиальное время, в зависимости от количества всех
возможных решений полный перебор может потребовать экспоненциального
времени работы. В теории алгоритмов известны несколько широко применимых общих
концепций. Метод полного перебора является одной из них. Детальный обзор последних
работ [1,2] о псевдополиномиальных и экспоненциальных методах показывает, что важная 
задача о сумме подмножеств в теории сложности алгоритмов относится к основной из
трудных проблем класса NP-complete. В работах [3,4] предложены полиномиальные
алгоритмы решения задачи о сумме подмножеств. Однако в задаче перебора и задаче о
сумме подмножеств очень много нерешенных проблем. К этим проблемам можно отнести:
-существование мощности k подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑛𝑛;

-нахождение нижней и верхней границы мощности k;
-определение фиксированного значения мощности k;
-взаимосвязь между n и k;
-определение минимального значения мощности подмножества, получаемого при

расщеплении исходного множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 на подмножества.
Постановка задачи

Задача о сумме подмножеств формулируется в виде:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁, (1)

где 𝑋𝑋𝑛𝑛 −множество целых четных и нечетных неотрицательных чисел, мощность 𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑛𝑛|, 
𝑥𝑥𝑖𝑖 < +∞, N-множество натуральных чисел с мощностью 𝑛𝑛 = |𝑁𝑁|, 𝑛𝑛 < +∞. Предполагается,
что 𝑆𝑆 − 𝑥𝑥𝑖𝑖 > 0, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁.

Параметризованной формой задачи (1) будем называть следующую задачу:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 1, 𝑖𝑖 ∈ 𝐾𝐾, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾, (2)

где 𝑋𝑋𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑘𝑘 = |𝑋𝑋𝑘𝑘|, 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛, K⊆N, k=|𝐾𝐾|, K –подмножество индексов всех выбранных 
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾-подмножество индексов всех остальных (невыбранных)
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛 подзадачи (2). Отметим, что задача (1) является частным случаем
задачи(2), когда подмножество 𝐾𝐾 = ∅.

Полиномиальный разрешимость NP-complete
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Xn   of 
cardinality K=[Xk], the sum of whose elements is equal to the certificate S. The problem posed belongs to the NP-
complete class. Lemmas are proved on the polynomial solvability of the problem of the sum of subsets Xkwith 
cardinality k satisfying the conditions 
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времени работы. В теории алгоритмов известны несколько широко применимых общих
концепций. Метод полного перебора является одной из них. Детальный обзор последних
работ [1,2] о псевдополиномиальных и экспоненциальных методах показывает, что важная 
задача о сумме подмножеств в теории сложности алгоритмов относится к основной из
трудных проблем класса NP-complete. В работах [3,4] предложены полиномиальные
алгоритмы решения задачи о сумме подмножеств. Однако в задаче перебора и задаче о
сумме подмножеств очень много нерешенных проблем. К этим проблемам можно отнести:
-существование мощности k подмножества 𝑋𝑋𝑘𝑘 ⊆ 𝑋𝑋𝑛𝑛;

-нахождение нижней и верхней границы мощности k;
-определение фиксированного значения мощности k;
-взаимосвязь между n и k;
-определение минимального значения мощности подмножества, получаемого при

расщеплении исходного множества 𝑋𝑋𝑛𝑛 на подмножества.
Постановка задачи

Задача о сумме подмножеств формулируется в виде:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁, (1)

где 𝑋𝑋𝑛𝑛 −множество целых четных и нечетных неотрицательных чисел, мощность 𝑛𝑛 = |𝑋𝑋𝑛𝑛|, 
𝑥𝑥𝑖𝑖 < +∞, N-множество натуральных чисел с мощностью 𝑛𝑛 = |𝑁𝑁|, 𝑛𝑛 < +∞. Предполагается,
что 𝑆𝑆 − 𝑥𝑥𝑖𝑖 > 0, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁.

Параметризованной формой задачи (1) будем называть следующую задачу:
∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 = 𝑆𝑆, 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ {0,1}, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 1, 𝑖𝑖 ∈ 𝐾𝐾, 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾, (2)

где 𝑋𝑋𝑘𝑘⊆𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑘𝑘 = |𝑋𝑋𝑘𝑘|, 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛, K⊆N, k=|𝐾𝐾|, K –подмножество индексов всех выбранных 
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑁𝑁 ∖ 𝐾𝐾-подмножество индексов всех остальных (невыбранных)
переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑛𝑛 подзадачи (2). Отметим, что задача (1) является частным случаем
задачи(2), когда подмножество 𝐾𝐾 = ∅.

Полиномиальный разрешимость NP-complete

 and a fixed value of 
the power k from the above interval is found. The proposed polynomial method for solving the problem on the 
sum of subsets provides a solution to other problems of the NP-complete class using reducing functions and the 
equality of the classes P = NP on the basis of the well-known theorem: if some NP-complete problem is solvable 
in polynomial time, then P = NP.
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